ALGEBRA II (NMAG202) — TEST, 21. ZARI 2017

Tvrzeni a definice peélivé formulujte véetné vsech predpokladi.
Odpovédi na otdzky zdivodnéte. Pokud pouzivate néjaké netri-
vidlni tvrzeni z prfednasky, uved’'te explicitné odkaz (asto budete
vyzvani, abyste vSechna pouzita tvrzeni zformulovali). Casovy li-

mit je 90 minut.

(1) Kolik prvki m4 faktor algebry (Z,+) podle nejmensi mozné kongru-
ence takové, ze 3 ~ 4?7 Kolik prvkt m4 faktor algebry (N,+) podle
nejmensi kongruence takové, ze 3 ~ 4?7 V obou piipadech popiste
bloky kongruence.

(10 bodu)

(2) Rozhodnéte, které z nésledujicich dvojic grup jsou isomorfni:
(a) Z’{g a Zg X Zg,
(b) Zgl a Zs X Zg,
(C) Zg a Zg X Zg.
Je-li dvojice grup isomorfni, popiste konkrétni isomorfismus. V opaéném
pripadé neisomorfnost struéné zduvodnéte.

(10 bodu)

(3) Uvazujte polynom f = z?+1 € Zs|z]. Je faktorokruh R = Zs[z]/(f)
telesem? Proc? Ukazte, Ze grupa invertibilnich prvka (R*,-, 7%, 1) je
cyklickd a najdéte néjaky jeji generator.

(15 bodu)

(4) Bud’ T téleso a f € T[z] polynom. Definujte pojem rozkladového
nadtélesa polynomu f a formulujte vétu o jeho existenci.
Spocitejte stupen rozsiteni rozkladového nadtélesa polynomu f =
z3 — 2 v konkrétnich pifpadech, kdy a) T'= Q a b) T' = R. Pouzitd
tvrzeni z predndsky presné formulujte.

(15 bodu)

(5) Presné formulujte Burnsideovu vétu. Kolika zpiisoby Ize policka plast-
ve niZze obarvit tfemi barvami? Dvé obarveni povazujeme za stejné,
pokud se lisi jen o otoceni.
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(15 bodii)

(6) Pfesné formulujte a dokazte Lagrangeovu vétu o fddu podgrupy
konecné grupy.

(20 bodu)
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ALGEBRA II (NMAG202) — TEST, 19. CERVNA 2017

Tvrzeni a definice peélivé formulujte vCetné viech predpokladii.
Odpovédi na otazky zdavodnéte. Pokud pouzivate né&jaké netri-
vialni tvrzeni z prednasky, uved'te explicitné odkaz (€asto budete
vyzvani, abyste vSechna pouzitad tvrzeni zformulovali). Casovy li-
mit je 90 minut.

(1) Definujte pojem cyklické grupy. Rozhodnéte, které z nésledujicich
grup jsou cyklické: a) Zi, b) Z3; c) Z1,? U cyklickych grup najdéte
generator. U necyklickych struéné zdtivodnéte, pro¢ nejsou cyklické.

(10 bodil)

(2) Obsahuje
(a) grupa S5 podgrupu isomorfni Zs a
(b) grupa D4 podgrupu isomorfni Z3?
V obou pifpadech bud’ popiste konkrétn{ isomorfismus, nebo stru¢né
zdtvodnéte jeho neexistenci.

(10 bodu)

(3) Definujte pojem kongruence na grupé a bez dikkazu vysvétlete vztah
k norméalnim podgrupdm. PopiSte nejmens{ kongruenci
(a) na grupé Sy takovou, ze (1 2)~(23),a
(b) na grupé Dg takovou, Ze ototeni o +90° a —90° jsou kongru-
entni.
Kolik prvki mé v kazdém z pifpadi faktorgrupa?

(15 bodu)

(4) Formulujte prvni vétu o isomorfismu pro okruhy. Ukazte, ze faktor
okruhu polynomt R[z,y] podle idedlu generovaného prvky z a y je
isomorfni té&lesu R.

(15 bodu)

(5) Presné formulujte Burnsideovu vétu. Kolika zptisoby lze z Sesti bilych
a Sesti modrych trojihelnikovych desticek sestavit pravidelnou Sesti-
cipou hvézdu jako na obrdzku nize? Dvé sestavy povazujeme za
totozné, dostaneme-li jednu z druhé otoCenim.
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X

N/

(15 bodu)

(6) Definujte pojem rozkladového nadtélesa polynomu. Pfesné formu-
lujte a dokazte vétu o jeho existenci.

(20 bodt)
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