Podetni &ast
Priklad 1 Necht
F(z,y,2) = (0,2%,0), (z,y, z) € R3
a necht plocha
P={(z,y,2) eR®: 2>0,y>0,z+y < Lz+y?—2=0}

je orientovand ,nahoru (tJ jednotkovym normélovym polem v, pro které v3 > 0).

Spoctéte T = [, rot ot FdS

(i) z definice;

(ii) pomoci Stokesovy véty.

NapiSte znéni Stokesovy véty a p¥ehledn& napiste, co je v nafem pripads (napft.)
¢, G, ¥, p*. Srozumiteln& ovéite, Ze Vami zvolens parametrizace 9 je kladné. To,
Ze jsou splnény ostatni pfedpoklady Stokesovy véty, nemusite dokazovat (ale musi
to byt pravda).

(10 bodt)

Priklad 2 Napiste (v co nejjednodussi form&) kosinovou fadu, kterd ma na
intervalu [0, 7] za soudet funkei 7 — z. Tuto jeji vlastnost dokazte. Napiste zn&ni
véty (disledku, tvrzeni) z predndsky, kterou uzivate; predpoklady ovéfte.

(5 bodi)

Priklad 3 UvaZujme diferencidlni rovnici

2 2 2
Yy — Y+ ¢ —3x+1
_?J__y___.+y’._____

=10
2 T

Naleznéte (i s definiénim oborem) maximalni ¥eSeni y této rovnice, pro které plati

y(1) = 0. Sviij postup srozumitelné vysvétlete.
(5 bodu)

Nutné podminky na hodnoceni dobie:
- dosazeni aspori 8* bodt jak z podetni, tak i z teoretické &asti.
- dosaZeni aspoii 19* bodt z obou &4sti dohromady.

Nutné podminky na hodnoceni velmi dobfte:

- dosazeni asponl 11* bodt jak z podetni, tak i z teoretické &4sti.

- dosaZeni aspoii 25* (17) bodi z obou é4sti dohromady.

- dosaZeni aspoii 5* bodi z diikazové tlohy D1 nebo z tilohy D2.
Nutné podminky na hodnoceni vyborné:

- dosaZeni aspoti 13* (8) bodt jak z pocetni, tak i z teoretické castl
- dosazeni aspoti 30* (20) bodii z obou &asti dohromady.

- dosazeni aspori 6* (5) bodt z dikazové tlohy D2.



Pocetni ¢ast
Priiklad 1 Necht
G={(z,y,2) ER3: 22 4+y? <z<1} a

F(z,y,2) = (y,z,2), (z,y,2) € R3.

Oveéfte rovnost z véty o divergenci pro tento piipad pfimym vypocétem obou
stran této rovnosti. Sviij postup srozumitelné vysvétlete. Znéni véty o divergenci
(=Gaussovy véty) zformulujte; splnéni jejich pfedpoklad vSak nemusite ovéfovat.
(9 bodi)

Priklad 2 Necht p(t) = (t,2,2t?), t€[0,1], a

Flas,y, 4] = eSi”(z —vy), F(z,y,2)= ($2 cosz,y,sinz), (z,y,2) € R3.
Spoctéte

(1) pr rot F dp, (2,5b.)

(1) pr grad f dp, (1,5b.)

(i) [, zds. (2D.)

P1i vypoctu jednoho z integrald je vhodné pouzit vétu z prednasky.

Prikiad 3 Uvazujme diferencidlni rovnici

Naleznéte defini¢ni obor maximélniho Fe§eni y této rovnice, pro které y(2) = 1.
Sv1ij postup srozumitelné vysvétlete.
(5 bodit)

Nutné podminky na hodnoceni dobre:
- dosazeni aspon 8* bodt jak z poletni, tak i z teoretické ¢asti.
- dosazeni aspon 19* bodt z obou ¢4sti dohromady.

Nutné podminky na hodnoceni velmi dobfte:

- dosazeni aspon 11* bodt jak z pocetni, tak i z teoretické ¢ésti.
- dosazeni asponi 25* (17) bodt z obou ¢asti dohromady.

- dosaZeni asponl 5* bodt z dikazové tlohy D1 nebo z tlohy D2.

Nutné podminky na hodnoceni vyborné:

- dosazeni asponi 13* (8) bodi jak z pocetni, tak i z teoretické Casti.
- dosazeni asponi 30* (20) bodu z obou ¢asti dohromady.

- dosaZeni aspoii 6* (5) bodl z dikazové tGlohy D2.



Teoreticka ¢ast

Uloha A (2 + 2 body)

(a) Definujte pojem souvislého a obloukové (=k¥ivkové) souvislého metrického
prostoru.

(b) Definujte pojem te¢ného vektoru ke k-rozmérné plose v R™.

Uloha B (2 + 2 body)
(a) Napiste znéni Stokesovy véty. (PouZité pojmy nemusite definovat.)

(b) Napiste znéni Baireovy véty o kategoriich. PouZité pojmy ze 4. semestru
plné definujte.

Uloha C Zformulujte a podrobné dokaZte v&tu o vypoltu integralu f(p v po-

tencidlniho vektorového pole pomoci potencidlu. Pouzité pojmy ze 4. semestru
definujte.

(3 body)

Uloha D1 Zformulujte (1 b.) a podrobné dokazte vétu o Jordanové rozkladu.
Véty (tvrzeni, lemmata) ze 4. semestru, které pouzivate, zformulujte bez dikazu.

PouZité pojmy ze 4. semestru definujte.
(7 bodt)

Uloha D2 Zformulujte vétu o lokalizaci (1 b.) a Diniho kritérium (1 b.). Tyto
véty srozumitelné dokazte. Véty (tvrzeni, lemmata) ze 4. semestru, které pouzivate,

zformulujte bez dikazu. PouZité pojmy ze 4. semestru definujte.
(9 bodt)

(Body z D1 a D2 se neséitaji, poCita se lepsi varianta.)

Nutné podminky na hodnoceni dobfte:
- dosaZeni aspoii 8* bodtl jak z poletni, tak i z teoretické Casti.
- dosaZeni asponi 19* bodt z obou ¢asti dohromady.

Nutné podminky na hodnoceni velmi dobfe:

- dosaZeni aspont 11* bodi jak z podetni, tak i z teoretické ¢asti.
- dosaZeni aspont 25% (17) bodi z obou ¢asti dohromady.

- dosazeni aspon 5% bodt z dfikazové tlohy D1 nebo z tlohy D2.

Nutné podminky na hodnoceni vyborné:

- dosaZeni aspont 13* (8) bodd jak z podetni, tak i z teoretické casti.
- dosaZeni asponi 30* (20) bod z obou ¢asti dohromady.

- dosaZeni asponi 6* (5) boda z dikazové tGlohy D2.



Teoreticka ¢ast

Uloha A (2 + 2 body)
(a) Definujte pojem absolutné spojité funkce.
(b) Definujte pojem k-rozmérné implicitnd zadané plochy v R™.

Uloha B (3 + 2 body) (a) Napiste znéni Gaussovy véty (=véty o divergenci).
Pojem reguldrni hranice 0,G definujte. Ostatni pojmy definovat nemusite.

(b) Napiste znéni Jordanovy véty o rozkladu. Pojem funkce s kone&nou variaci
pln€é definujte.

Uloha C Podrobné dokaite, 7e kazdy otevieny interval §) # I C R je souvisls
mnozina. PouZité pojmy ze 4. semestru definujte. Véty (tvrzeni, lemmata) kters,
pouZivate (i z jinych semestril), zformulujte bez diikazu.

(3 body)

Uloha D1 Zformulujte (2 b. i s definicemi) a podrobné dokaZte Baireovu vétu
(o kategoriich). PouZité pojmy ze 4. semestru definujte. Véty (tvrzeni, lemmata)

ze 4. 1 3. semestru, které pouZivaite, zformulujte bez diikazu.
(7 bod#h)

Uloha D2 Zformulujte (1 b.) a podrobné dokaste Lebesgueovu vétu o derivaci
neurcitého Lebesgueova integrdlu. Véty (tvrzeni, lemmata) ze 4. semestru, které
pouzivate, zformulujte bez dikazu.

(9 bodt)

(Body z D1 a D2 se neséitaji, potits se lepsi varianta.)

Nutné podminky na hodnoceni dobte:
- dosaZeni aspoil 8* bodt jak z podetni, tak i z teoretické ¢asti.
- dosaZeni aspoti 19* bodl z obou ¢4sti dohromady.

Nutné podminky na hodnoceni velmi dobfe:

- dosaZeni aspoil 11* bodt jak z podetni, tak i z teoretické asti.
- dosaZeni aspoti 25* (17) bodl z obou &sti dohromady.

- dosaZeni aspoti 5% bodt z ditkazové tlohy D1 nebo z tlohy D2.

Nutné podminky na hodnoceni vyborné:

- dosaZeni asponi 13* (8) bodt jak z podetni, tak i z teoretické &4sti.
- dosaZeni aspoti 30* (20) bodt z obou &sti dohromady.

- dosaZeni aspoti 6* (5) bodfi z dfikazové tlohy D2.



Podéetni &ast

Priklad 1 Necht
G={(z,y,2)€R®: 2?2 +y* <1, 1<2<2} a

F(z,y,2) = (z2,2y,2%), (z,y,2) € R®.

Ovéite rovnost z véty o divergenci pro tento pfipad pfimym vypoctem obou
stran této rovnosti. Svfij postup srozumitelné vysvétlete. Znéni véty o divergenci
(=Gaussovy véty) zformulujte; splnéni jejich pfedpokladl viak nemusite ovéfovat.
(10 bodt)

Piiklad 2 Napiste (v co nejjednodussi formé) sinovou fadu, kterd ma na inter-
valu (—m,0] za soudet funkei z?. Tuto jeji vlastnost dokazte. NapiSte znéni véty
(dtisledku, tvrzeni) z piedndsky, kterou uzivate; pfedpoklady ovéite.

(5 bodil)

P¥iklad 3 UvaZujme diferencidlni rovnici
223yy’ + 322> +7=0.

Nalezn&te defini¢ni obor maximalniho feSeni y této rovnice, pro které y(1) = 1.
Sviij postup srozumitelné vysvétlete.
(5 bodit)

Postaéujici podminky pro tGstni zkouSeni na zndmku dobre:
- dosaZeni aspoil 8* bodii jak z poletni, tak i z teoretické Césti.
- dosazeni aspont 19* bodi z obou &asti dohromady.

Nutné podminky na hodnoceni velmi dobre:

- dosaZeni aspoii 11* bodi jak z pocetni, tak i z teoretické Easti.
- dosaZeni aspoii 25* (17) bodl z obou &asti dohromady.

- dosaZeni aspoii 5* bodt z ditkazové Glohy D1 nebo z tlohy D2.

Nutné podminky na hodnoceni vyborné:

- dosaZen{ aspoii 13* (8) bodt jak z poletni, tak i z teoretické Casti.
- dosa#eni aspoii 30* (20) bodt z obou ¢asti dohromady.

- dosazeni aspoti 6* (5) bodi z ditkazové Glohy D2.



Teoreticka déast

Uloha A (2 + 3 body)

(a) Definujte pojem souvislého a obloukové (=kfivkové) souvislého metrického
prostoru.

(b) Definujte plony integral 1. druhu [, f dS pro pfipad, kdy P je k-rozmérna
parametricky zadand plocha v R™. VSechny pouZité pojmy ze 4. semestru plné
definujte.

Uloha B (2 + 2 body)

(a) NapiSte znéni dvou Weierstrassovych vét o aproximaci. PouZité pojmy ze 4.
semestru definujte.

(b) Napiste znéni véty o charakterizaci potencidlnosti C' vektorového pole na
hvézdicovité mnoziné pomoci parcidlnich derivaci. Pouzité pojmy ze 4. semestru
definujte.

Uloha C

(i) (1,5 b.) Definujte pojem separabilniho metrického prostoru a baze otevienych
mnozin.

(ii) (1,5 b.) Podrobné dokazte, Ze pokud ma metricky prostor spocetnou bézi
otevienych mnozin, pak je tento metricky prostor separabilni.

Uloha D1 Zformulujte (1 b.) a podrobné dokazte Banachtiv princip kontrakce
(vétu o pevném bodg). PouZité pojmy ze 4. semestru definujte. V&ty (tvrzeni,
lemmata) ze 4. semestru, které pouzivate, zformulujte bez diikazu.

(7 bodd)

Uloha D2 Zformulujte vétu o lokalizaci (1 b.) a Diniho kritérium (1 b.). Tyto
vety srozumitelné dokazte. Véty (tvrzeni, lemmata) ze 4. semestru, které pouzivate,

zformulujte bez dikazu. PouZité pojmy ze 4. semestru definujte.
(9 bodi)

(Body z D1 a D2 se neséitaji, po¢ité se lepdi varianta.)

Postacujici podminky pro tstni zkouSeni na zndmku dobf¥e:
- dosaZeni aspofi 8% bodi jak z podetni, tak i z teoretické &asti.
- dosaZeni asponi 19* bodu z obou &sti dohromady.

Nutné podminky na hodnoceni velmi dobte:

- dosazeni asponi 11* bodu jak z poéetni, tak i z teoretické ¢asti.
- dosaZeni asponi 25™ (17) bodt z obou ¢3sti dohromady.

- dosaZeni aspoii 5* bodi z ditkkazové ulohy D1 nebo z tilohy D2.

Nutné podminky na hodnoceni vyborné:

- dosazZeni aspoii 13* (8) bodt jak z podetni, tak i z teoretické ¢asti.
- dosazeni aspon 30* (20) bodt z obou Eésti dohromady.

- dosazeni asponi 6* (5) bodl z dikazové tlohy D2.




Pisemka pro cviceni z MAA4 dne 6.5.2015

1.
(a) Spoctéte f'ﬁ, I dS. kde Flx.y.z) TR A D J {I‘.r.r;. =) & B a2t vy
5. x4yt z=0}

(h) Spoctéte integral z (a) pomoci Stokesovy vity a plosncho inteeralu z rotace pies kruh
l K (- conv.J) s hranici J.

(¢) Vyjadiete integral pres J pomoc inteeralu pies cestu o, kde A [nt ) a viechny

dalsi predpoklady "klasické Stokesovy véty " jsou splnény (overte).

(8 bodu)

2. Dokazte. ze pro kazdy metricky prostor X. p) plati ckvivalence

(X, p) je separabilni, prave kdyz (Ve > 0)(:1S € X spocetna)s je € - sit (X, p).

(1 11i|f:i_‘-.'|



2. test

Pomoci Stokesovy véty spoctéte integrl
f 2y —z%)dx + 2yzdy + y(y + 1) dz,
C

kde C = {[x,y,z] € R x%2 + y2 = 1,x%2 4+ z2 = 4,z > 0} je orientovand proti sméru hodinovych ru¢i¢ek pfi
pohledu z kladné ¢dsti osy z. Nezapomerite ovéfit predpoklady.



