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1. Zobrazeni

Uvedme na tvod nékolik piiklad zobrazeni, kterymi se budeme v tomto kurzu
zabyvat.

mluva. Zapisem
f:M 1IN

budeme rozumét, ze T je zobrazeni z mnoziny M do mnoziny N, pficemz D¢ M

aHg M (tj. defini¢ni obor f je podmnoZinou mnoziny M a obor hodnot T je
podmnozinou mnoziny N).

e Zobrazeni T : R ¥ R prifazuje realnému ¢islu X realné cislo f(X), tedy jde
o funkci jedné proménné.
Priklady:

— Taxikar si uctuje 25 k¢ za kilometr jizdy a vstupni poplatek 100 k¢.
Celkové cena, kterou zaplatime je tedy funkei ujeté vzdalenosti X (v
km) a tato funkce mé predpis

T(x) = 25x + 100:

Rekneme, 7e cena zavisi na vzdalenosti linearné - jde tedy o linearni
funkci. Defini¢ni obor této funkce je D = [0; +1) a jeji obor hod-
not je He = [100; +1). V tomto pt pad tedy lze na funkci T pohl et
jako na zobrazen ptitazuj c refln@mu t slu x (reprezentuj c mu uje-
tou vzd£lenost) t slo 25x + 100 (reprezentuj ¢ cenu, kterou zaplat me

taxikEt) a pskt x A 25x + 100:

— Obsah ¢tverce S o strané a zavisi na délce své strany kvadraticky - jde
tedy o kvadratickou funkci

S(a) = a*:

— Dréaha s, kterou urazi hmotny bod pfi rovnomeérné zrychleném pohybu
se zrychlenim a a pocatecni rychlosti vy zavisi na case kvadraticky a
tato funkce méa predpis
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e Zobrazeni f: R?> ¥ R piifazuje dvojici redlnych ¢isel (X, y) redlné éislo
T(X;y), tedy jde o funkci dvou proménnych.

Priklady:

— Zobrazeni prifazujici bodu roviny [X;y] jeho vzdalenost od pocatku
soufadnicového systému je funkce

fmw=pﬂ+%

coz primo plyne z Pythagorovy véty.



— Obsah obdélniku S je funkci délek svych stran a;b a tato funkce ma
predpis
S(a;b) = ab:
e Zobrazeni L: R? ¥ R? piitazuje dvojici redlnych ¢isel (X, y) dvojici realnych

¢isel (X% yY), tedy jde o zobrazeni z roviny do roviny. My se budeme zabyvat
predevsim zobrazenimi ve tvaru

L(x) = AX +1; (1.1)

kde A je ¢tvercova matice fadu 2 s redlnymi prvky (piseme A 2 R? 2),
t = (Ug;Up)" je vektor posunuti a X = (X;y)". Takova zobrazeni nazyvame
afinni. V pripadé, ze t je nulovy vektor, jde o linearni zobrazeni. Rovnici
(1.1) 1ze tedy prepsat maticovym zapisem:

v ab x Up
L(X1 y) - c d y + U,
Je-li (X, y) vzor a (X";y?) jeho obraz pfi zobrazeni L, tedy L(x;y) = (x’;y"),
pak rovnici (1.1) mizeme prepsat skalarné:

X' = ax + by + u;
y'=cx +dy +u,
Priklady:

— Posunuti, otoceni, osova soumérnost a jakékoliv jejich slozeni je shodné
zobrazeni z roviny do roviny. Rekneme, Ze zobrazeni L: R? ¥ R? dané
vztahem (1.1) je shodnost, pokud matice A spliiuje

ATA=AAT =1I;

kde | znaéi jednotkovou matici a AT matici transponovanou. Matice
splnujici tuto podminku nazyvame ortogonalni.

— Pripustime-li navic, ze mizeme objekt libovolné zvétsovat ¢i zmenso-
vat, jde o podobné zobrazeni. Rekneme, 7e zobrazeni L: R> ¥ R? dané
vztahem (1.1) je podobnost, pokud existuje nenulové ¢islo k tak, ze
matice A spliuje

ATA = AAT = K2I:

Kuprikladu stejnolehlost s koeficientem K je podobnost.

— Pripustime-li navic zkoseni ¢i projekci a jejich libovolné slozeni s ja-
koukoliv podobnosti, jde o afinitu. Rekneme, Ze zobrazeni L: R? ¥ R?

dané vztahem (1.1) je afinita, je-li matice A regulérng

1 ekneme, e ttvercovk matice A je regulfrn, pokud detA & 0. V opatngm ptpad ji
naz vAme singul&rn .



e Zobrazeni f: R ¥ R? piifazuje ¢&slu dvouslozkovy vektor. Je-li |

R

interval, t 2 | parametr a f;,: I ¥ R jsou spojité funkce, pak zobrazeni

() = (f(1); F2(1)

je parametrizovana rovinna kiivka.

— Zobrazeni

f@)=( 1+2t2+3t);t2R

je parametrizace primky prochazejici bodem A =[ 1;2] se smérovym
vektorem § = (2; 3). Na stfedni skole jsme byli zvykli zapisovat para-
metrickou rovnici piimky skaldrnimi rovnicemi, tedy v tomto pripadé:

X= 1+2t

y =2+ 3t;

kde t 2 R je parametr.

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 ) 1

2Ptipome me si, jak ptev@st parametrickou rovnici pt mky na obecnou rovnici. Chceme se
zbavit parametru t, proto vynksobme prvn rovnici temi a druhou rovnici m nus dv ma, tedy

3x= 3+6t

2y = 4 6t

a nyn tyto rovnice setteme, tj.
3Xx 2y= 7+0t

Rovnici
3x 2y+7=0

naz vime obecnou rovnic t@to pt mky a um me z n vyt st jej norm&lov vektor n = (3; 2),

kter je kolm nasm rov wvektor. (tzn. jejich skalkrn soutin je nulov , A s =0)
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— Zobrazeni

f(t) = (cost;sint); t21[0;2 )

je parametrizace kruznice o polomeéru 1 se stfedem v pocatku sourad-
nicového systému. To by nas nemélo piekvapit, protoze funkce sinus je
de novAna jako y-ovk soutadnice bodu le c ho na jednotkov@ kru nici
a funkce kosinus jako jeho x-ovE soutadnice. Rikdme, ze funkce sinus
a kosinus parametrizuji jednotkovou kruznici.

sin(t)

cos(t)

Poznamenejme jesté, ze pokud v tomto pravotihlém trojuhelniku pie-
piseme Pythagorovu vétu, ziskame pro libovolné t 2 R vztah

sin®t + cos?t = 1; (1.2)

ktery zname jako ”vzorecek”a pfi Gpravé goniometrickych vyrazi jej
pouzivame dnes a denné.

3Na z£kladn ,kole jsme si zavEd li funkce sinus a kosinus v pravozhlgm trojeheln ku. Bylo
nkm feteno, e funkce sinus je de novkna v pravoehldm trojeheln ku jako pod | protilehld
odv sny (k danfmu xhlu) a ptepony; a funkce kosinus je v pravoehl@m trojeheln ku de no-
vkna jako pod | ptilehl? odv sny a ptepony. S touto de nic jsme si vystatili. Rozmyslete
si, e tato "novk"stdedo, kolskk de nice je obecn j, ne taze zikladn ,koly a e v 1. kvadrantu
jsou skutetn ekvivalentn .

“Podobn jako jsme se utili vyjEdtit z parametrickd rovnice pt mky jej obecnou rovnici
eliminac parametru (tj. tm, e jsme se ho zbavili), mg eme parametrickou rovnici kru nice
ptevdst na jej obecnou rovnici. Rovnice

X =cost
y =sint
umocn me na druhou a z skfme
x? = cos’t
y2 =sin?t:

Setten m t chto rovnic a vyu it m vztahu (1.2) z skEme
x*+y?=1;

co je obecnk (resp. sttedovk) rovnice kru nice o polom ru 1 se sttedem v [0;0].



— Zobrazeni

f(t) =(4+3cost; 3+2sint);t2[0;2 )

je parametrizace elipsy se stfedem v bodé [4; 3] a délkou hlavni po-
loosy 3 a vedlejsi poloosy 2.

4
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— Zobrazeni
f() = (), t2[ 1,2

je parametrizace ¢asti paraboly y = X? s po¢ate¢nim bodem [ 1;1] a

koncovym bodem [2; 4].

-6 -5




e Zobrazeni f: R ¥ R3 prifazuje ¢islu tifslozkovy vektor. Je-li1 R interval,
t 2 | parametr a f;f,; f3: 1 ¥ R jsou spojité funkce, pak zobrazeni

F(t) = (F.(1); F2(1); F3(1)) (1.3)
je parametrizovana prostorova krivka.

— Zobrazeni
f()=(1+2t;1+t2 2t);t2][0;1]

je parametrizace usecky s pocateénim bodem A = [1; 1; 2] a smérovym
vektorem 8 = (2;1; 2).

Koncovy bod B této tsecky urc¢ime tak, ze do bodu A umistime vektor
8, tedy
B=A+s=[11;2]+(2;1; 2)=1[3;2;0]

5Zobrazen (1.3) mg eme chkpat jako vektorovou funkci udfvaj ¢ polohu pohybuj ¢ ho se
hmotngho bodu v tase t.

5Na sttedn ,kole jsme se nautili, jak vyjEdtit pt mku v rovin analyticky - obecnou, sm rni-
covou i parametrickou rovnic pt mky. Tedy pt mku v rovin mg eme zapsat jednou z t chto t4
rovnic podle toho, kter£ se nEm zrovna hod . P+ mku v prostoru v,,ak um me vyj£dtit pouze pa-
rametrick mi rovnicemi. V tomto konkr@tn m pt pad bychom tedy pt mku proch£zej ¢ bodem
A =11;1;2] se sm rov m vektorem (2;1; 2) zapsali parametrick mi rovnicemi:

X=1+2t
y=1+t
z=2 t

kde t 2 R je parametr.



— Zobrazeni
f(t) = (cost;sint;t); t2 R

je parametrizace prostorové kiivky, jejimz obrazem je spirdla, ktera
”obklopuje”valec X2 +y? = 1 (tj. valec o nekone¢né vysce, jehoz pod-
stavou je kruznice se stfedem v [0;0] a polomérem 1). Pfi pohledu
”shora”tedy tato krivka vypada jako kruznice.

— Zobrazeni
f(t)=(;2;t?);t2R

je parametrizace paraboly z = X? lezici v roviné y = 2.




e Zobrazeni f: R® ¥ R? piifazuje bodu v prostoru bod roviny. Jsou-li fy; f;
spojité funkce na néjaké mnoziné M R3, pak ma takové zobrazeni tvar

T(xy:z) = (Fu(Xy;2); F2(X;y;2)) (1.4)

pro (X;y;z) 2 M. Ve specidlnim pripadé, kdy jsou funkce fy; T, linearni,
resp. afinni, jde o zobrazeni tvaru

(%) = AX + 4;

kde A je obdélnikova matice se tfemi sloupci a dvéma tadky, jejiz prvky
jsou redlna &isla (piseme A 2 R? 3) a d je vektor posunuti, tedy

o1
fxyiz)= & b-¢ @;(A+ U (1.5)
o d e f . Uy ’

Priklady:
— Projekce z R® do roviny z = 0 je zobrazeni fané predpisem
X
100 0
fayi)= 5 | o @A+ o ;
z

tedy ve tvaru (1.4) jej zapiSeme jako
Ficy;2) = (Ky):

Obrazem kulové plochy se stifedem v bodé [3;1;2] a polomérem 1 pfi
zobrazeni T je tedy kruh se stfedem v bodé [3;1] a polomérem 1 lezici
v roviné z = 0.

Pfesnéji, obrazem mnoziny
M=F(xy;2) 2R%(x 3)°+(y 1)*+(@ 2°=1g
pri zobrazeni T je mnoZina

N =Ff(x;y) 2R%(x 3)*+(y 1)? 1g

9



— Zobrazeni f: R® 1 R? dané piedpisem F(X;y;z) = (3X;2y + 1) neboli

f(x;y;z) =

o w
N ©
oo
@
Y
+
o

projektuje tfirozmérny objekt do roviny z = 0 a nasledné tento rovinny
utvar tiikrat ”protahne” v ose X a dvakrat v ose y a nakonec jej posune
o 1 "nahoru”po ose y. Obrazem kulové plochy

M =f(x;y;z) 2R%:x*+y*+(z 2)°=1g

pii tomto zobrazeni je tedy elipsa

2 2
N = f(x;y) 2 RZ;%+¥ 1g:

Piseme f(M) = N.

"Poznamenejme, e takov@ zobrazen, kterf zobraz tuto kulovou plochu M na elipsu N
nemus b turteno jednoznatn , jeliko na tomto obrf£zku nejsou vyznateny konkr@tn body re-
prezentuj ¢ vzor a obraz. Pokud bychom napt klad nejprve ud lali projekci tdto kulov@ plochy
do roviny z = 0, nisledn bychom tento kruh ototili o libovoln ®hel kolem potktku soutad-
nicovdho systdmu a a potd jej thikrkt protkhli v ose x a dvakrkt protkhli v ose y a na zAv r
posunuli, z skali bychom stejn obraz a ptitom by se jednalo o jing zobrazen . Tak e napt klad
zobrazen g: R® ¥ R? dang ptedpisem

OX1
00 0
10 @3Z/A +

0 cos sin
2 1

y:2) = 3 1
9y 2) = sin cos 0
kde je libovoln chel, tak@ spl uje g(M) = N.
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{ Praktickym pgikladem takového zobrazeni, které zobrazuje tgidimen-
ziondélni objekt do roviny mu¥ze byt vrhani stinu na rovinu (napg. na
zel). Umistime-li bodovy zdroj svitla (napg. ¥aarovku) pgibli¥ani do
bodu [3; 1; 45], potom stin této kulové plochy vr¥%eny do roving = 0
bude pgibli%ni kruh se stgedem v bof8; 1]a polomirem 2.

{ Jinym paikladem zobrazeni R® do R? mu%e byt zobrazeni sféry na
rovinu, tzv. kartogra cka projekce , pgipadni jakékoliv jiné mapové
zobrazeni, které zobrazi east sféry (napg. Eeskou republiku) do roviny
reprezentujici mapu.
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