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1. Zobrazení
Uveďme na úvod několik příkladů zobrazení, kterými se budeme v tomto kurzu

zabývat.

Úmluva. Zápisem
f : M ! N

budeme rozumět, že f je zobrazení z množiny M do množiny N , přičemž Df �M
a Hf � M (tj. definiční obor f je podmnožinou množiny M a obor hodnot f je
podmnožinou množiny N).

• Zobrazení f : R! R přiřazuje reálnému číslu x reálné číslo f(x), tedy jde
o funkci jedné proměnné.
Příklady:

– Taxikář si účtuje 25 kč za kilometr jízdy a vstupní poplatek 100 kč.
Celková cena, kterou zaplatíme je tedy funkcí ujeté vzdálenosti x (v
km) a tato funkce má předpis

f(x) = 25x+ 100:

Řekneme, že cena závisí na vzdálenosti lineárně - jde tedy o lineární
funkci. Definiční obor této funkce je Df = [0;+1) a její obor hod-
not je Hf = [100;+1). V tomto płípadì tedy lze na funkci f pohlí¾et
jako na zobrazení płiłazující reÆlnØmu Łíslu x (reprezentujícímu uje-
tou vzdÆlenost) Łíslo 25x + 100 (reprezentující cenu, kterou zaplatíme

taxikÆłi) a psÆt x
f7�! 25x+ 100:

– Obsah čtverce S o straně a závisí na délce své strany kvadraticky - jde
tedy o kvadratickou funkci

S(a) = a2:

– Dráha s, kterou urazí hmotný bod při rovnoměrně zrychleném pohybu
se zrychlením a a počáteční rychlosti v0 závisí na čase kvadraticky a
tato funkce má předpis

s(t) =
1

2
at2 + v0t:

• Zobrazení f : R2 ! R přiřazuje dvojici reálných čísel (x, y) reálné číslo
f(x; y), tedy jde o funkci dvou proměnných.

Příklady:

– Zobrazení přiřazující bodu roviny [x; y] jeho vzdálenost od počátku
souřadnicového systému je funkce

f(x; y) =
p
x2 + y2;

což přímo plyne z Pythagorovy věty.

2



– Obsah obdélníku S je funkcí délek svých stran a; b a tato funkce má
předpis

S(a; b) = ab:

• Zobrazení L: R2 ! R2 přiřazuje dvojici reálných čísel (x, y) dvojici reálných
čísel (x0; y0), tedy jde o zobrazení z roviny do roviny. My se budeme zabývat
především zobrazeními ve tvaru

L(x~) = Ax~ + u~; (1.1)

kde A je čtvercová matice řádu 2 s reálnými prvky (píšeme A 2 R2�2),
u~ = (u1; u2)T je vektor posunutí a x~ = (x; y)T . Taková zobrazení nazýváme
afinní. V případě, že u~ je nulový vektor, jde o lineární zobrazení. Rovnici
(1.1) lze tedy přepsat maticovým zápisem:

L(x; y) =

�
a b
c d

��
x
y

�
+

�
u1

u2

�
Je-li (x, y) vzor a (x0; y0) jeho obraz při zobrazení L, tedy L(x; y) = (x0; y0),
pak rovnici (1.1) můžeme přepsat skalárně:

x0 = ax+ by + u1

y0 = cx+ dy + u2

Příklady:

– Posunutí, otočení, osová souměrnost a jakékoliv jejich složení je shodné
zobrazení z roviny do roviny. Řekneme, že zobrazení L: R2 ! R2 dané
vztahem (1.1) je shodnost, pokud matice A splňuje

ATA = AAT = I;

kde I značí jednotkovou matici a AT matici transponovanou. Matice
splňující tuto podmínku nazýváme ortogonální.

– Připustíme-li navíc, že můžeme objekt libovolně zvětšovat či zmenšo-
vat, jde o podobné zobrazení. Řekneme, že zobrazení L: R2 ! R2 dané
vztahem (1.1) je podobnost, pokud existuje nenulové číslo k tak, že
matice A splňuje

ATA = AAT = k2I:

Kupříkladu stejnolehlost s koeficientem k je podobnost.

– Připustíme-li navíc zkosení či projekci a jejich libovolné složení s ja-
koukoliv podobností, jde o afinitu. Řekneme, že zobrazení L: R2 ! R2

dané vztahem (1.1) je afinita, je-li matice A regulární
1
:

1Øekneme, ¾e ŁtvercovÆ matice A je regulÆrní, pokud detA 6= 0. V opaŁnØm płípadì ji
nazývÆme singulÆrní.
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• Zobrazení f : R ! R2 přiřazuje číslu dvousložkový vektor. Je-li I � R
interval, t 2 I parametr a f1; f2: I ! R jsou spojité funkce, pak zobrazení

f(t) = (f1(t); f2(t))

je parametrizovaná rovinná křivka.

– Zobrazení
f(t) = (�1 + 2t; 2 + 3t); t 2 R

je parametrizace přímky procházející bodem A = [�1; 2] se směrovým
vektorem s~ = (2; 3). Na střední škole jsme byli zvyklí zapisovat para-
metrickou rovnici přímky skalárními rovnicemi, tedy v tomto případě:

x = �1 + 2t

y = 2 + 3t;

kde t 2 R je parametr.

2Płipomeòme si, jak płevØst parametrickou rovnici płímky na obecnou rovnici. Chceme se
zbavit parametru t, proto vynÆsobme první rovnici tłemi a druhou rovnici mínus dvìma, tedy

3x = �3 + 6t

�2y = �4� 6t

a nyní tyto rovnice seŁteme, tj.
3x� 2y = �7 + 0t

Rovnici
3x� 2y + 7 = 0

nazývÆme obecnou rovnicí tØto płímky a umíme z ní vyŁíst její normÆlový vektor n~ = (3;�2),
který je kolmý na smìrový vektor. (tzn. jejich skalÆrní souŁin je nulový, n~ � s~ = 0)
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– Zobrazení
f(t) = (cos t; sin t); t 2 [0; 2�)

je parametrizace kružnice o poloměru 1 se středem v počátku souřad-
nicového systému. To by nás nemělo překvapit, protože funkce sinus je
de�novÆna jako y-ovÆ souładnice bodu le¾ícího na jednotkovØ kru¾nici
a funkce kosinus jako jeho x-ovÆ souładnice. Říkáme, že funkce sinus
a kosinus parametrizují jednotkovou kružnici.

Poznamenejme ještě, že pokud v tomto pravoúhlém trojúhelníku pře-
píšeme Pythagorovu větu, získáme pro libovolné t 2 R vztah

sin2 t+ cos2 t = 1; (1.2)

který známe jako ”vzoreček”a při úpravě goniometrických výrazů jej
používáme dnes a denně.

3Na zÆkladní „kole jsme si zavÆdìli funkce sinus a kosinus v pravoœhlØm trojœhelníku. Bylo
nÆm łeŁeno, ¾e funkce sinus je de�novÆna v pravoœhlØm trojœhelníku jako podíl protilehlØ
odvìsny (k danØmu œhlu) a płepony; a funkce kosinus je v pravoœhlØm trojœhelníku de�no-
vÆna jako podíl płilehlØ odvìsny a płepony. S touto de�nicí jsme si vystaŁili. Rozmyslete
si, ¾e tato "novÆ"stłedo„kolskÆ de�nice je obecnìj„í ne¾ ta ze zÆkladní „koly a ¾e v 1. kvadrantu
jsou skuteŁnì ekvivalentní.

4Podobnì jako jsme se uŁili vyjÆdłit z parametrickØ rovnice płímky její obecnou rovnici
eliminací parametru (tj. tím, ¾e jsme se ho zbavili), mø¾eme parametrickou rovnici kru¾nice
płevØst na její obecnou rovnici. Rovnice

x = cos t

y = sin t

umocníme na druhou a získÆme
x2 = cos2 t

y2 = sin2 t:

SeŁtením tìchto rovnic a vyu¾itím vztahu (1.2) získÆme

x2 + y2 = 1;

co¾ je obecnÆ (resp. stłedovÆ) rovnice kru¾nice o polomìru 1 se stłedem v [0;0].
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– Zobrazení

f(t) = (4 + 3 cos t;�3 + 2 sin t); t 2 [0; 2�)

je parametrizace elipsy se středem v bodě [4;�3] a délkou hlavní po-
loosy 3 a vedlejší poloosy 2.

– Zobrazení
f(t) = (t; t2); t 2 [�1; 2]

je parametrizace části paraboly y = x2 s počátečním bodem [�1; 1] a
koncovým bodem [2; 4].
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• Zobrazení f : R! R3 přiřazuje číslu třísložkový vektor. Je-li I � R interval,
t 2 I parametr a f1; f2; f3: I ! R jsou spojité funkce, pak zobrazení

f(t) = (f1(t); f2(t); f3(t)) (1.3)

je parametrizovaná prostorová křivka.

– Zobrazení
f(t) = (1 + 2t; 1 + t; 2� 2t); t 2 [0; 1]

je parametrizace úsečky s počátečním bodem A = [1; 1; 2] a směrovým
vektorem s~ = (2; 1;�2).

Koncový bod B této úsečky určíme tak, že do bodu A umístíme vektor
s~, tedy

B = A+ s~ = [1; 1; 2] + (2; 1;�2) = [3; 2; 0]

5Zobrazení (1.3) mø¾eme chÆpat jako vektorovou funkci udÆvající polohu pohybujícího se
hmotnØho bodu v Łase t.

6Na stłední „kole jsme se nauŁili, jak vyjÆdłit płímku v rovinì analyticky - obecnou, smìrni-
covou i parametrickou rovnicí płímky. Tedy płímku v rovinì mø¾eme zapsat jednou z tìchto tłí
rovnic podle toho, kterÆ se nÆm zrovna hodí. Płímku v prostoru v„ak umíme vyjÆdłit pouze pa-
rametrickými rovnicemi. V tomto konkrØtním płípadì bychom tedy płímku prochÆzející bodem
A = [1; 1; 2] se smìrovým vektorem (2; 1;�2) zapsali parametrickými rovnicemi:

x = 1 + 2t

y = 1 + t

z = 2� t;

kde t 2 R je parametr.
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– Zobrazení
f(t) = (cos t; sin t; t); t 2 R

je parametrizace prostorové křivky, jejímž obrazem je spirála, která
”obklopuje”válec x2 + y2 = 1 (tj. válec o nekonečné výšce, jehož pod-
stavou je kružnice se středem v [0;0] a poloměrem 1). Při pohledu
”shora”tedy tato křivka vypadá jako kružnice.

– Zobrazení
f(t) = (t; 2; t2); t 2 R

je parametrizace paraboly z = x2 ležící v rovině y = 2.
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• Zobrazení f : R3 ! R2 přiřazuje bodu v prostoru bod roviny. Jsou-li f1; f2

spojité funkce na nějaké množině M � R3, pak má takové zobrazení tvar

f(x; y; z) = (f1(x;y;z); f2(x;y;z)) (1.4)

pro (x; y; z) 2 M . Ve speciálním případě, kdy jsou funkce f1; f2 lineární,
resp. afinní, jde o zobrazení tvaru

f(x~) = Ax~ + u~;

kde A je obdélníková matice se třemi sloupci a dvěma řádky, jejíž prvky
jsou reálná čísla (píšeme A 2 R2�3) a u~ je vektor posunutí, tedy

f(x; y; z) =

�
a b c
d e f

�0@xy
z

1A+

�
u1

u2

�
(1.5)

Příklady:

– Projekce z R3 do roviny z = 0 je zobrazení dané předpisem

f(x; y; z) =

�
1 0 0
0 1 0

�0@xy
z

1A+

�
0
0

�
;

tedy ve tvaru (1.4) jej zapíšeme jako

f(x; y; z) = (x; y):

Obrazem kulové plochy se středem v bodě [3;1;2] a poloměrem 1 při
zobrazení f je tedy kruh se středem v bodě [3;1] a poloměrem 1 ležící
v rovině z = 0.

Přesněji, obrazem množiny

M = f(x; y; z) 2 R3; (x� 3)2 + (y � 1)2 + (z � 2)2 = 1g

při zobrazení f je množina

N = f(x; y) 2 R2; (x� 3)2 + (y � 1)2 � 1g:
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– Zobrazení f : R3 ! R2 dané předpisem f(x; y; z) = (3x; 2y + 1) neboli

f(x; y; z) =

�
3 0 0
0 2 0

�0@xy
z

1A+

�
0
1

�

projektuje třírozměrný objekt do roviny z = 0 a následně tento rovinný
útvar třikrát ”protáhne”v ose x a dvakrát v ose y a nakonec jej posune
o 1 ”nahoru”po ose y. Obrazem kulové plochy

M = f(x; y; z) 2 R3;x2 + y2 + (z � 2)2 = 1g

při tomto zobrazení je tedy elipsa

N = f(x; y) 2 R2;
x2

9
+

(y � 1)2

4
� 1g:

Píšeme f(M) = N .

7Poznamenejme, ¾e takovØ zobrazení, kterØ zobrazí tuto kulovou plochu M na elipsu N
nemusí být urŁeno jednoznaŁnì, jeliko¾ na tomto obrÆzku nejsou vyznaŁeny konkrØtní body re-
prezentující vzor a obraz. Pokud bychom napłíklad nejprve udìlali projekci tØto kulovØ plochy
do roviny z = 0, nÆslednì bychom tento kruh otoŁili o libovolný œhel kolem poŁÆtku souład-
nicovØho systØmu a a¾ potØ jej tłikrÆt protÆhli v ose x a dvakrÆt protÆhli v ose y a na zÆvìr
posunuli, získali bychom stejný obraz a płitom by se jednalo o jinØ zobrazení. Tak¾e napłíklad
zobrazení g: R3 ! R2 danØ płedpisem

g(x; y; z) =

�
3 0
0 2

��
cos� � sin�
sin� cos�

��
1 0 0
0 1 0

�0@xy
z

1A+

�
0
1

�
:

kde � je libovolný œhel, takØ splòuje g(M) = N .
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{ Praktickým pøíkladem takového zobrazení, které zobrazuje tøídimen-
zionální objekt do roviny mù¾e být vrhání stínu na rovinu (napø. na
zeï). Umístíme-li bodový zdroj svìtla (napø. ¾árovku) pøibli¾nì do
bodu [3; 1; 4;5], potom stín této kulové plochy vr¾ený do rovinyz = 0
bude pøibli¾nì kruh se støedem v bodì[3; 1] a polomìrem 2.

{ Jiným pøíkladem zobrazení zR3 do R2 mù¾e být zobrazení sféry na
rovinu, tzv. kartogra�cká projekce , pøípadnì jakékoliv jiné mapové
zobrazení, které zobrazí èást sféry (napø. Èeskou republiku) do roviny
reprezentující mapu.
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