Cast |
Aplikace metody nejmergich ¢tvercll, transformace
souadnic

1 Uvod

Metoda nejmensich ¢tvercll ma v geodézii a v techyubk/édach viibec rozsahlé vyuziti. PFitom prin-
cip této metody je velice jednoduchy. Budeme-li v dalextu hovofit o metodé nejmensich &tvercl,
budeme mit na mysli nejéast&jsi aplikaci MNha vyrovnani zprostedkujicich veligin, tedy tajoh
velicin, které je mozné vyjadfit funkci neznantybledanych parametrll. Zavete nasledujici znaceni a
zopakujme zakladni vztahy pfislusejici k vyromhaprostredkujich parametri:

2 = (%1,%9,...,4r) ... vektor skute€nych (nepoznatelnych) hodnot hlgdammieznamych parametrd,

Z = (%1,7%9,...,Tk) ... vektor nejlepsich nestrannych odhadl hledanygzmamych parametrd
(vyrovnané hodnoty),

zo = (29,23,...,29) ... vektor pfibliznych hodnoty hledanych neznamypetrametrd,

[=(l1,ls,....1,) ... vektor skutenych hodnot zprostfedkujicich peet,

U= (l1,l2,...,1,) ... vektor nejlepsich nestrannych odhadd hodnot #fgdkujicich parametrd,

L= (l1,la,....1y) ... vektor “méfenych” hodnot zprostfedkujicich gametrd,

dr =% — xq ... prirbGistky pribliznych hodnot hledanych paranie

v=1-1 ... opravy zprostfedkujicich parametrd,

mg"" ... potatecni odhad stfedni chyby zprostiedkwj@tiCiny s vahowp = 1,

mg ... odhad stfedni chyby méfeni o vaze- 1 z oprav zprostfedkujicich parametr{,

P = (WTTL)Q ... vaha zprostredkujiciho parametru se stfednbohbyn,,

A ... matice konfigurace

P ... matice vah.

Pro skutecné hodnoty neznamych a zprostfedkijiperametrdi plati vztahy

=5, (1)
kde f = (f1, fo,.-., fn) j€ vektor funkEnich vztahl. Je pfirozeng, ze stgiogadavek je kladen i na
vyrovhané hodnoty a tedy

I = f@" 2
l+v = f(xo! +dz’). (3)

Vztah (2) oznacujeme terminenavnice pozoro&ni. Jednoduchou Gpravou dale dostavaowmici oprav

v=f(&") 1= f(z" +dx¥)—1. (4)
Pro feSeni celé Ulohy je tfeba vztalfiy které mohou byt Casto velice komplikovang, lineavio
Vytvoiime jejich diferencialy v bod&z), 22,...,zE) a mlizeme psavbvnici oprav v linearizovaam
tvaru
v=Ff(xel)+A-dec—1l=A-de+ (f(z])-1)=A-de+1. (5)
N————

ll
V pfipadé, kdyn > k, neni feSeni této Glohy jednoznacné. Hleda semabkové feSendz, pro
které je spinéna podminKauv] = v"Pv = min, kdeP je matice varP = diag{pi,p2,...,pn}. Bez
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odvozeni s odkazem na literaturu uvedenou na konci tohojedpani miizeme psat pro feseni, které
spliuje uvedenou podminku
dx = —(ATPA) 'ATPI (6)

Vysledné hodnoty hledanych parametril jsou pot¥im= X, + dx. Charakteristiky presnosti se
ziskaji z kovarianéni matio® = my”" - (ATPA)~!

m; =/ Qii (7)

Pro aposteriorni jednotkovou stfedni chybu dalelrplat’

o= |l = TP ®

a jsou-li spravné stanoveny stfedni chyby zprostiigdich parametrin;,, neméla by se jeji hodnota
prilis lisit od pocatecni hodnoty:g”" .

P¥i aplikaci metody nejmensich ¢tvercll je nezbyto@atkolovat, zda-li provedena linearizace byla
dostatecné presna. Kontrola se provadi dvojimoéem oprav, jednou z rovnic oprav (4), tedy pfimo
dosazenim spoctenych neznamych do plvodnich ¥iztalpodruhé z linearizovanych rovnic (5). V
pfipadé, Ze rozdily mezi opravami z obou vypoctésahuji akceptovatelnou mez, je nutno vypocet

opakovat s dosazenim presngjSich pribliznychnobdiledanych parametrd.

2 Helmertova rovinna transformace

2.1 Transformaéni rovnice, vwpocet parametrll transformace

TerminemHelmertova rovina transformacéudeme oznacovat podobnostni rovinnou transformaei sou
fadnic bodll v pfipadé, kdy transformacni param@tgy Ty, ¢, w (viz dale) jsou spoéteny pomoci nad-
byte¢ného pottu identickych bodU.

Podobnostni transformace soufadnic je definovangpjsech

X' cosw sinw X Tx
(Y’>_q(—sinw cosw><Y>+(Ty>’ ©)

kde (X,Y) resp.(X’,Y") jsou soufadnice v soustavé, ze které resp. do kter@amsfarmuje,T'x, Ty
jsou parametry popisujici posunuti pocatkli oboussayq je méritko transformace @ je Ghel, o ktery
jsou obé soustavy vzajemné pootoceny. Vzhledem k tamawse v rovnicich vyskytuji ctyfi neznamé
parametry, K jejich jednoznatnému urceni je potfetdavd Ctvefice linearné nezavislych rovnic a tedy
dva identické body. V pfipadé vyssiho pottu idek§ich bodl neexistuje jednoznacné fedeni a je nutno
pripojit dalsi dodate¢né podminky (a tedy postupaapiiklad metodou nejmensich &tverci).

V literatufe je ¢asto uvadén nasledujici postuglaié neznamych transformaénich parametrll. V @vni
(9) je provedena substituce neznamyatvsw = Aq, ¢sinw = A9 a transformacni rovnice jsou tak
prevedeny na jednoduchy linearni tvar

X’ _ )\1 )\2 X TX
Po vypoctu Ize snadnou Upravau= arctan ﬁ—f a g = 1/A? + )2 ziskat hodnoty plivodnich parametrd.
Pouziti tohoto postupu je avsak komplikované v pifigzh, kdy je hodnota nékterého z parametrd

pfedem znama nebo charakter Glohy vyzaduje fixovatemgzkparametr na pfedem dané hodnoté. Na-
pfiklad podminka, Ze Uhel rotace mezi obéma systérapyt roven dané hodnot§, znamena pfipojeni
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dodatecné podminky prd; a A, ﬁ—f = tanwy. Tato podminka je linearni a lze ji snadno pfipojit k
systému rovnic (10). Jinak je tomu, je-li stanoven po¥a#laaby transformace zachovavala méfitko
transformace = 1 a kdy podminka ma tvag/A\? + A3 = 1. Takovou podminku je nutno linearizovat za
prijeti predpokladd o apriorni hodnoté transfoomi@h parametrt.

Jinou moznosti, které se budeme vénovat podrobmegjipstup, kdy plivodni transformaéni parame-
try nejsou nahrazovany koeficienty, Ao, které nemaji nakonec ani jasny geometricky vyznam.
Potom maji rovnice pozorovani pfimo tvar (9), zpredkujicimi velicinami jsou soufadnideX},Y;)
bodl v soustavé, do které se transformuje, neznamg(jgg, Ty, w, q). Vzhledem k tvaru rovnic po-
zorovani je nezbytné provést linearizaci rovnic opeak tomu je potfeba zvolit pfiblizné hodnoty
hledanych parametr®, = (T}, T, ,wo,q0). Uvedme jeste jednou obecny tvar linearizované rovnice
oprav z kapitoly 1

v=Ff(@l)+A-dec—1l=A-de+ (fz])-)=A-de+1. (11)
ll

Pro Helmertovu transformaci linearizované rovnice oprakyvaji tvar

viX 1 0 go(—sinwyX; + coswyYr) (coswp Xy + sinwpYr)
vy 0 1 go(—coswoXy —sinwyYy) (—sinweXy + coswYy)
v 1 qo(— sinwyXs 4 cos wyY?) (cos wp Xy + sinwgYs) dTX
vy B 0 1 go(—coswyXe —sinwyYs) (—sinwoXy + coswY?) dTY N
— | dw
dq
X 1 0 gqo(—sinwyX, + coswyYy) (cos wo Xy, + sinwpYy,)
vy 1 qo(—coswoXy, —sinwgY,) (—sinweX, + coswyYy)
A
TX +  qo(coswyXy + sinwyYy) X!
TY + qo(—sinwgX; + coswyY?) Y/
T + qo(cos woXs + sinwY3) X}
TY + qo(—sinwgXs + coswyYs) Y]
+ - : (12)
T +  qo(coswoX, +sinwyYy,) X!
TY + qo(—sinwgX, + coswyYy) Y,

I

Vztah (12) Ize zjednodusit, zavedou-li se piibliznahoty posunily* = 7, = 0. To je mozneé,
nebdtkvalita linearizace rovnic oprav nezavisi na zvolenpéibliznych hodnotach posunt. Dostavame



tak rovnice, lisici se ve vektoru neznamych a redukéva vektoru pozorovarf

qU(COS ngl + sin (.d()Yl) — X{
. qo(—sinwe Xy +sinweYy) — Y/
TY qU(COS ngQ + sin (.d()YQ) — Xé
dr — Z;w ’ ' = | qo(—sinwgXs +sinweYs) — Yy | (13)
dq :
qo(cos wo Xy, + sinweY,) — X,
go(—sinwoX, +sinwyY,) — Y,

Dalsi postup je jiz standardni podle metody nejmemgtvercti. Naprostoezbytnoukontrolou je dvoji
vypocet oprav. V tomto pfipadé jde o kontrolu, zdafbhyedena linearizace je dostatecné presna.
Vyhodou tohoto postupu je, Ze je zcela obecny a zisk#es/pFimo hodnoty transformacénich parametr{i
w, ¢ a to vCetné jejich charakteristik pfesnosti (neni nutmovadét transformaci vysledné kovariancni
matice). Navic vypusténi nékterého ze sloupcll ceadi odpovida pfipadu, kdy hodnotu pfislusného
parametru fixujeme na jeho apriorni hodnoté. Tedy hdgaii vypuSténim Ctvrtého sloupce, fixujeme
hodnotug na hodnotéy, pouzité pfi vypoctu prvkd vektorll. Samoziejmé se méni i rozmér vektoru

neznamychdz.

2.2 Vlastnosti a aplikace Helmertovy transformace

Helmertova transformace je transformaci konformniaobdzi ke zkresleni kfivosti kfivek (tedy pfimka
je opét zobrazena jako pfimka), dochazi pouze k pmotp posunu a zméné méfitka.

Aplikaci v geodézii je mnoho, gtz jde o ztotoznéni méfickych siti méfenychmekolika etapach
a nebo transformace mapovych listll. Je tfeba si uv&ddmitato transformace je schopna ztotoZznit
pouze dvojici bodll a je-li identickych bodi vice, zArsbu na nich po transformaci residud, v¥ . Je
dobré testovat, zda-li systemy, mezi kterymi je transface provadéna, nejsou vici sobé v jinem nez
podobnostnim vztahu a zda-li neni vhodnéjsi pojuzjttyp transformace.

3 Kolinearni transformace

3.1 Transformacni rovnice, vlastnosti

Obrazek 1: Kolinearni transformace, vznik obrazu

Transformace kolinearni (nebo také projektivni) j@uma pfedevsim z fotogrammetrie. Jde o trans-
formaci, kdy obraz bodu je pomoci stfedového promitairazen z jedné roviny na druhou. Trans-



formacni rovnice jsou
_ar+by+c Y_dac—i—ey—i—f
grt+hy+ 1’ Cgrt+hy+1’
kde (z,y) jsou soufadnice ve vychozi, respektiZ, V') ve vysledné soustave (v roving).
Tato transformace neni konformni, méfitko neni kangi, zachovava tzv. dvojpomér v ramci ¢tve-
fice bod{ leZicich na pfimce, tedy (viz obrazek 1)

(14)

AC AD A'C' A'D'
B0 . =5 — VElel . 3D = ... =konst. .

Dochazi ke zkresleni kfivosti. Pfimky se zobranpeét jako pfimky. Pfimky rovnobé&zné v originale p
transformaci sméfuji do spolecného bodu (Ubié&ini

Pro uréeni osmi neznamych koeficienti b, c, d, e, f,g,h) je potfeba nejméné Ctyf identickych
bodll v obou soustavach. Projektivni transformace takoZfiuje rohy €tyfhelnika v obou rovinach.
Navic mliZzeme upustit od predstavy dvojice rovin a Kojeivazovat jako transformaci mezi dvéma
soustavami v roviné jedné.

Vzhledem k tomu, Ze vztahy jsou linearni, je vypoceipaetrl trivialni. Transformacni rovnice (14)
Ize pfepsat do tvaru (pro ctyfi identické body)

X1 r1 Y1 1 0 0 0 —$1X1 —y1X1 a
Yl 0 0 0 1 Y 1 —$1Y1 —y1Y1 b
XQ 2 Y2 2 0 0 0 —HJQXQ —yQXQ C
YQ _ 0 0 0 2 Y2 1 —:EQYQ —yQYQ d (15)
X3 r3 Y3 3 0 0 0 —333X3 —y3X3 (&
Y3 0 0 0 z3 ys3 1 —=z3Ys —ys¥s f
X4 ze ya 4 0 0 0 —24Xy —uyaXy 9
Y4 0 0 0 T4 Yaq 1 —:E4Y4 —y4Y4 h

a parametry transformace ziskame potom prostou inverzi

V pripadé, kdy je identickych bodl nadbytetny poge mozné parametry uréovat metodou nej-
men3ich ttvercl, pfitemz oprawy*,vY jsou pfifazovany soufadnicifiX,Y) ve vysledné soustave.
Linearizace rovnic oprav vyzaduje stanoveni pfibjidm hodnot parametr{ug, by, co, do, €o, fo) SPOC-
tenych postupem popsanym v pfedchozim odstavci.@RBdeni substituci

Dé = goxi + hol‘i +1
Xé apzt + bqyi + ¢g
Dy
i dox® + eoy’ + fo
Yi = .
Dy

T
dh = (da db dc dd de df dg dh)

nabyvaji linearizované rovnice oprav tvar

; iy L _ o _Xo i : :
i = ) . Xt Xt dh + i i . (16)
Vy 0 0 0 T yi L _ 2.t _ 2 YO -Y
D? D? D? D? D?



3.2 Pouiti kolinearni transformace

Pouziti v geodézii je opét vsestranné, vSude tane jsdu ocekavany rozdily mezi obéma systemy
zplisobené slozitéjSimi vztahy nez je rotace, paitmzmeéna méfitka.

Klasickou aplikaci je transformace dat porizenyclofpammetricky. Pfikladem muze byt transfor-
mace snimkovych soufadnic bodll fotografie rovinnadsga podobné dalsi). Obraz bodi, které lezi v
roviné snimaného objektu, vznikl pravé projektitr@insformaci a tedy soufadnice (vzhledem k tomu, ze
rovina snimku a rovina objektu nejsou obecné rovnobgjsou deformovany. Pomoci identickych bod
Ize transformovat soufadnice vSech bodU tak, aby odiady’zabéru kolmému k roviné objektu, nebo-li
obnovit ptivodni rovinné soufadnice.

Podobnou aplikaci miize byt transformace mapového tismoci kiizkll pravidelné ctvercové sité.
Deformaci papiru (félie) mapy, Spatnym zakresempaudné i Spatnym scannovanim mapy dojde k
poruseni pravidelné sité kFizk( i zakresu ohsatapy. Je nasnadg, v ramci kazdeho &tverce vymepenéh
rohovymi kFizky vypocitat transformacni klib€z vyrovnani) projektivni transformace a kresbu uvnit
tohoto Ctverce timto klicem transformovat. Timto fpgem se obnovi v ramci celého listu pravidelna
¢tvercova sit Problemem takto pojaté transformace je nespojitostazsmi na hranici jednotlivych
transformacnich oblasti. Projektivni transformaceli leZzicimu pfesné na hranici obou oblasti piifad
dvoji soufadnice z kazdého pouziteho klice (olb&épolohy bodu jsou sice na téze pfimce spojujici
obrazy rohovych bodd, ale “stani¢eni” je rlizné).eliyttfeba vzdy posoudit, zda-li tento rozpor pfesahuje
akceptovatelnou mez.

4 Afinni transformace

4.1 Vlastnosti, rovnice zobrazen

Afinni transformace je specialnim pfipadem transtecenkolinearni. V tomto pfipadé je bod promitani
umistén do nekonecna a tady body jsou promitany ro¥mojami paprsky. Konstantni délici dvojpomér
pfechazi v konstantni délici pomeér, Ubézrjdgu v nekonecnu a tedy rovnobézky v originale zackajia
rovnobéznost, pfimky se zobrazuji opét jako piyniRrotoze délici pomeér je konstantni, transformace
dava jednoznacné vysledky i na hranicni Cafeirdegma transformacnimi oblastmi.

> \
>

Obrazek 2:



Transformacni rovnice maji nasledujici tvar

X
() -G) G)- ()

Z rovnic je patrno, Ze vzajemna poloha soufadnych goetiia obrazku 2, vysledny soufadny systém
predpokladame pravouhly.

Lze pomérné snadno dokazat, ze transformacni keeficiri1, 712,791, 722) je mozné zapsat po-
moci Uhll sevienych mezi osami a pomoci méfitkaméru jednotlivych os. Rovnice tranformace maji

potom tvar
X\ g¥ cosw® —¢Y sinw? T TX
( Y ) - ( ¢ sinw®  ¢Y cosw? y oy ' (18)
Protoze dukaz je velice struény a zifejmy, hned jejvpoeme. V obou systémech existuje vektorova
baze. Ve vysledném systému, ktery je ortonormginiofi vektory {e;, e2}, v systému vychozim po-

tom {e/, e, }, pfitemz pro normy vektorli baze pld@’ || = ¢*, |e5|| = ¢. Pro libovolny vektora
o0 souradnicici X, Y') respektive(z, y) musi platit

Xei +Yey =zel +ye, +t

Postupnym skalarnim vynasobenim rovnice vektoegna e; dostavame vztahy pro soufadnide Y
(vzhledem k tomu, Ze baZe;, e;} je ortonormalni platie;, e;) = 0, (e;, e;) = 1)

X = z(ej,e1) +yleyer) + (te)
Y = $(61,62)+y(812,62)+(t,62)
a tedy
X = :z-chosz—y-quian—l-TX
Y = z-¢ sinw® —y-¢" cosw” +TV .

Dilkaz je hotov.
Z rovnice (17) je patrno, Ze existuje Sest parametrll afransformace a tedy pro jejich jednoznacné
urCeni jsou nezbytné tfi identické body. Vypocetrjeifni pomoci soustavy rovnic

X! 10 2z »n 0 0O TX
y! 01 0 0 z; y T
X2 1 0 2 Y2 0 0 11

- 1
YQ 0 1 0 0 o Y2 192 ( 9)
X3 1 0 z3 y3 0 O o1
V& 01 0 0 =x3 wys 799

V pfipadé vétsiho poctu identickych bodl Ize bpé&itat metodou nejmensich Etverdipravou
transformacnich rovnic (17) snadno ziskame rovnigawpfimo v linearnim tvaru (pro jeden bod)

(20)
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4.2 Aplikace afinni transformace

Nejcastgjsim pripadem aplikace afinni transforemageodézii je transformace mapovych listti pomoci
kFizkl pravidelné kilometrove sité. VétSinoa gostupuje tak, ze pro dané Gzemi je spocten jedes-tran
formacni kli¢ z maximalniho mnozstvi kfizkidéntickych bodl) metodou nejmensich &Etvercl. ke ta
zohlednéna predevsim rlizna srazlivost papiralinigch smérech. Nicméné protoZe je pro vypoceteli
pouzit nadbyte¢ny pocet identickych bodU, ztiafapo transformaci na mapovych kfizcich residua.

Dal$i moznosti je provadét transformaci podobnjpisobem jako v pfipadé transformace kolinearni
atedy pocitat kli¢ pro kazdou trojici k¥izkt. Tedané uzemi se rozdéli na trojuhelnikové transtaimi
oblasti, pro které plati vlastni transformacnickiNarozdil od transformace kolinearni nevznikne ne-
spojitost zobrazeni na stykové ¢are, nebggledné soufadnice hrani¢nich bod( spoétenégqudmbou
klich jsou totozné, ale viadné zde jista libovirteby transformacéni oblasti. UvaZzujeme-li ¢tveikgizka
mapového listu, potom mlzeme vytvorit dvé trojlliktvé transformacni oblasti dvojim zplisobem -
uzemi Ize rozdeélit Uhlopfickou sméfujici z hbtra levého rohu k dolnimu pravému a nebo uhlopfickou
druhou. V obou pfipadech dostavame jiné soufadrseel pretransformovanych bodd.

5 Prostorova Helmertova transformace

5.1 Transformacni rovnice

Prostorou Helmertovou transformaci rozumime transéminsoufadnic bodd mezi dvéma pravouhlymi
prostorovymi soufadnymi soustavami, které se l@odenim os, polohou pocatku a méfitkem. Rotaci
mezi obéma systémy Ize popsat postupnymi rotacemi kai&ech tfi soufadnych os. Transformacni
rovnice tedy zapiSeme

X' X TX X TX
Y | =¢-R¥)-R(B)-R() | YV |+| TV |=¢-R[ Y |+| T" (21)
A 7 T 7 T

kde ¢ je méfitko transformacdy’ (w) jsou matice rotace podle jednotlivych soufadnych os a
(TX,TY,T#)" je vektor posunu potatku soufadné soustavy. Pro maiteei plati

1 0 0 cosB 0 —sinpg
R¥()=]| 0 cosa sina RY(8) = 0 1 0
0 —sina cosa sing 0 cosf

cosy siny 0
RZ(y)=| —siny cosy 0 | . (22)
0 0o 1

V rovnicich vystupuje sedm neznamych parametrll a tedyjgginoznaéné uréeni staci pravé sedm
linearné nezavislych rovnic. To znamena, Ze v ertrém pfipadé k ureni transformacniho klicetpos;ji
tfi identické body s tim, Ze u jednoho z bod{i je danazegedna sourfadnice v obou systemech. Ve vétsiné
pripadd jsou ale k dispozici tfi a vice identickychdiose vsemi znamymi soufadnicemi.

5.2 Vypotet parametrti pomod MNC

ProtoZe jsou k dispozici vétSinou minimalné tfi itieké body, tak i zakladni vypocet je nutno korektné
pocitat pomoci M, nebotk dispozici je devét a vice rovnic oproti sedmi neznamgamametrim.
K tomu je nezbytné sestavit zlinearizované rovnice omaedy vypocitat diferencialy prvniho fadu



rovnic (21) podle jednotlivych neznamy¢i~, T, 7%, q, a, B,)" . Diferncial zapiseme nasledujicim
zplsobem

dx’ 1 00 dTX X da
ay’ |=[0 10 dr¥ | +Ro| Y |dg+a( Do Dy Dy )| dB |, (23)
dz' 00 1 dT% Z dry

kde pro sloupcové vektordp; derivaci jednotlivych soufadnic podle rotacnichiiplati

X
D, = CRT(ZQO)'RY(%)'RZ(’YO)'(X Y Z)T
Y
Dy = RX(O[U).dRTé'BO).RZ(,YU).(X Y Z)T

7
D, = R¥(a)-R" ()" dRT(Y’YO)

T
( XY Z ) :
(90, @0, Bo, Yo) jsou priblizné hodnoty parametriRy je rotani matice spoctena pomoci téchto pribliz-
nych hodnot. Pro paramet(§"~, TV, T#) neni pfiblizné hodnoty parametri potieba stanovauae je
tedy pfimo pocitat.

Sestavit z uvedenych rovnic matiije jiz snadné. Redukovany vektor mérénina pritom tvar

X X'
l’ =4qo RU Y - Y’ . (24)
7 A

5.3 Wpocet pribli Znych hodnot transformacnich parametrd

Pro vypotet prvkdl maticé a vektorul’ je nutno znat pfiblizné hodnoty transformaénichamaetrd.
Tento problém se u transformaci Casto feSi tak, ze& pevnim kroku dosadi nulové rotacni Ghly a
dlouho, dokud vysledek dvojiho vypocetu oprav nemakejivy. Bohuzel v pfipadé prostorové trans-
formace u nékterych realnych prikladl tento postafhava a proces nekonverguje k zadnému vysledku
(ba dokonce se miize stat, ze soupew| dokonverguje k jinemu, lokalnimu minimu!). Proto je nat
nalézt postup, pomoci kterého se pfiblizné parayngtoctou. Situace je v tomto pfipadé oproti rovinné
transformaci mnohem sloZitéjsi. V rovinném pFipag pouzije substituck,, As (viz pfislusna kapitola)
arovnice pfejdou na linearni tvar. Zde je matRgelmi komplikovana. Protoze budeme matici v dalSim
textu potfebovat, uvedeme na tomto misté jeji tvar

cos [ cos vy cos 3 sin -y —sinf
R = | sinasinffcosy —cosasiny sinasinfsiny 4 cosacosy sinacosf | . (25)
cosasinffcosy +sinasiny cosasinfsiny —sinacosy cosacosf

Lze dokazat, Ze matide je ortonormalni a tedy plaR’R = E.
Ukazuje se, ze vypocet pribliznych hodnot transfatmich parametrll Ize rozdglit na dva pfipady.
Kazdému se budeme v vénovat v samostatné pasazi.

5.3.1 \Wpotet pribli Zznych hodnot pomod Ctvefice identickych bodl

Pfipad, kdy jsou k dispozici Ctyfi identické body ayecklkem 12 soufadnic, je pomérné jednoduchy.
Jeden z moznych zplsobl jak spotitat transformaé&rametry je nasledujici.



Pro maticigR zavedeme substituci pomasj, rovnice transformace prejde v tvar

X
11 Ti2 T13 T
X’ = 921 99 T93 X ’|- TY . (26)
z
T31 T32 T33 T

V rovnici vystupuje 12 neznamych a k dispozici je prazravnic (zde pouze rovnice pro jeden bod)

TX

TY
X' 100X Y Z 0000 0 0 T?
v =lo100 00 2zY Z 0 00 T 27)
7! 0010 00000 XY Z r12

33

VyfeSenim této soustavy dostavame vsechny prvktiomgR. Vzhledem k tomu, Ze soufadnice
bodl v obou systémech se li§i nejenom smérem soyéados, ale i vlivem riiznych chyb (v geodézii
transformujeme vétSinou méfené soufadnice), yeskedna priblizna maticgR neni pfesné ortogonalni,
presnéji receno, nejedna se viibec o matici rotacealkweénto fakt nijak nebrani vypoctu rotacnichuihl®

z jednotlivych prvkd. PFi znalosti tvaru (25) matige(pozor, zde je matice prenasobena méfitkgrse
rotacni Uhly spoctou jako

B = arcsin
723

a = arctan — (28)
33
T12

v = arctan—,
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pricemzq ziskame z poméru délek vektorll v obou systémech. jilmaee, Ze pfi vypoctu Ghlg neni
nutné “hlidat” kvadranty. U ostatnich Ghl{ jiz saniejmé ano (tedy je lepsi pouzivat funkeictan?,
ktera se vyskytuje takfka ve vSech matematickych ogrch).

5.3.2 \gpocet pribli Znych hodnot pomog trojice identick ych bodl

Tento pFipad navic zkomplikujeme tak, Ze k dispozioijglany dva body vsemi soufadnicemi, v pfipadé
tfetiho bodu, je dana soufadnice pouze jedna. Saimozieobou systémech. Je tedy znam prave nutny
pocet soufadnic pro uréeni parametrll transformace.

Pouziti substituct;; z minulého €asti dava 12 neznamych (vEetné patanimnslace). Z vlastnosti
maticeR, ktera je ortonormalni a tedyR” gR = ¢°E navic vyplyva daldich 6 podminek a také jedna
neznamé. Tedy celkem je 7 rovnic a 6 podminek (celkem 13) a zaral@fmeznamych (posunuti,
mef¥itko a prvky matic&). Systém je tedy jednoznacné fesitelny. Avsak piwdy|jiz nejsou linearni a
feSeni takového systému je s nejvetsi pravdépodsti komplikované. Proto je mozna snazsi krieSe
problému pfistoupit geometricky.

Oznatme zadané identické body pismenyB, C, pficemz bod” ma danu pouze jednu soufadnici
X. Uvedme pro Gplnost, Ze dalSi uvedeny postup je obecny vamyslu, Ze nezalezi na tom, ktera ze
soufadnic je zadana. A zajisté mohou byt zadany i psttufadnice.

Vénujme se postupné vypoctu jednotlivych parametigjsnazsi je vypocet méfitkaziska se z poméru
déelek vektortA B a A’ B' v jednom a druhém systému. Vztahneme-li souradnicéi vazbou systemech
k bodu A (resp.A’) a tedy ztotoZnime pocatky obou soustav, prejde aran@cni vztah v Cisté rotacni.

10



Obrazek 3:

Souradnice bodul jsou v takto redukovaném systému nuladg = (0, 0,0), soufadnice bod®B a C
jsou soufadnicemi vektorBr = AB aCr = AC. Stejné tak i v druhém systému. Plati

" =q¢RXRr

a Ukolem je spocitat rotatni matiRi. Postupovat Ize tak, ze tuto matici rozloZzime v nékglds-
tupnych rotaci kolem jednotlivych o tak, aby vysledi@Slo ke ztotoZznéni soufadnych os. Pfedstavit si
a realizovat rotace mezi vii&i sobé obecné postavesystemy je komplikované (ne-li pfimo nemozné)
a proto se nabizi moznost postupovat pfes vhodny poinsoufadny systém, do kterého mohou byt
jednotlivé obé soustavy transformovany a tedy

Xp = RiXp
Xp = RyXh
Vypocet matice celkové rotace je potom jednoduchy
R=RIR;. (29)

Vhodnych pomocnych soustav je mnoho, zvolme jednu tako@saZ p ma totozny smér s vektorem
AB avektorAC leZi v rovingYp Zp, potatek je v bodél. Dlisledkem toho soufadniaey vektoruAB
jsou nulové a stejné jako soufadnicerektoru AC'. Transformace redukovanych soufadXig a X', do
tohoto systému se provede pomoci trojice rotaci kolenfiaanych os.

Nejprve ztotoznéni vektord B s osouZp. Jedna z moznosti (viz obrazek) je ototit souradnasswu
kolem osyZ tak, aby vektorA B lezel v rovinéX Z nového systému a potom provést dal3i rotaci kolem
osyY, tak aby os& byla totozna s vektorem. V prvnim kroku tedy hledameotaki matici rotaceR x

aby platilo (zjednoduSena symbolika)

X' 1 0 0 X
0 =] 0 cosw sinw Y
Z! 0 —sinw cosw Z

atedy
0=Ycosw+ Zsinw .

Tato rovnice o jedné nezname je jisté feSitelna.dboé@ v druhém kroku (to je jiz soufadni&enulova)
hledame takovy Uhed, pro ktery plati

0 cosw sinw 0 X'
Y" | =| —sinw cosw 0 0
zZ" 0 0 1 Z!

11



Po provedeni téchto dvou rotaci je ztotozn&n veldt@ s osouZp. Zbyva zaruéit, aby vektorC
leZel v rovinéYp Zp. To odpovida situaci, kdy soufadnieevektoru je nulova a postupujeme jiz pop-
sanym zplisobem, kdy hledame takovy Uhel rotace koley¥o aby rovnost byla spinéna.

Vysledné tedy kazda z matiR;, Ry se sklada ze tfi postupnych rotaci. Po vypoctu ced® podle
vztahu (29) se spoctou hodnoty celkovych rotaci podtahi (28) jiz zminénym postupem.

Konetné vypotet parametr(l translace se jiz jedniogiuc

TX X X'
Y |=¢-R| Y |-| Y |. (30)
T VA A

Reference
[Bohm, 1966] Bohm, .: Vy55i geodézie Il, Souradniesoustavy, SNTL, Praha, 1966
[Bohm, 1983] Bohm, J., Hora, L., Kolenaty, E.: Vys&alézie - dil 2CVUT, Praha, 1983

[Bohm et al., 1983] Bohm, J., Radouch, V., Hampacher, Meorie chyb a vyrovnavaci pocet,
GKP Praha, Praha, 1990

[Cimbalnik et al., 1997] Cimbalnik, M., Mervart, L.: \8gi geodézie IICVUT, Praha, 1997
[Demlova et al., 1997] Demlova, M., Nagy, J.: Algebra, SNPraha, 1985

[Hofmann-Wellenhof et al., 1992] Hofmann-Wellenhof, B., Hchtenegger, J. Collins: Global Posi-
tioning System, Theory and Practice, Springer-Verlag,AMéew York, 1992

[Mervart et al., 1997] Mervart, L., Cimbalnik, M.: Vy&§eodézie I1CVUT, Praha, 1997

12



