
Část I

Aplikace metody nejmeňśıch čtverců, transformace
soǔradnic

1 Úvod

Metoda nejmenšı́ch čtverců má v geodézii a v technick´ych vědách vůbec rozsáhlé využitı́. Přitom prin-
cip této metody je velice jednoduchý. Budeme-li v dalšı́m textu hovořit o metodě nejmenšı́ch čtverců,
budeme mı́t na mysli nejčastějšı́ aplikaci MNČ na vyrovnánı́ zprostředkuj́ıcı́ch veličin, tedy takových
veličin, které je možné vyjádřit funkcı́ neznámých hledaných parametrů. Zaved’me následuj́ıcı́ značenı́ a
zopakujme základnı́ vztahy přı́slušej́ıcı́ k vyrovnánı́ zprostředkuj́ıch parametrů:x̂ = (x̂1; x̂2; : : : ; x̂k) . . . vektor skutečných (nepoznatelných) hodnot hledan´ych neznámých parametrů,�x = (�x1; �x2; : : : ; �xk) . . . vektor nejlepšı́ch nestranných odhadů hledaných neznámých parametrů

(vyrovnané hodnoty),x0 = (x01; x02; : : : ; x0k) . . . vektor přibližných hodnoty hledaných neznámýchparametrů,l̂ = (l̂1; l̂2; : : : ; l̂n) . . . vektor skutečných hodnot zprostředkuj́ıcı́ch parametrů,�l = (�l1; �l2; : : : ; �ln) . . . vektor nejlepšı́ch nestranných odhadů hodnot zprostředkuj́ıcı́ch parametrů,l = (l1; l2; : : : ; ln) . . . vektor “měřených” hodnot zprostředkuj́ıcı́ch parametrů,dx = �x� x0 . . . přı́růstky přibližných hodnot hledaných parametrů,v = �l� l . . . opravy zprostředkuj́ıcı́ch parametrů,mapr0 . . . počátečnı́ odhad střednı́ chyby zprostředkuj́ıcı́ veličiny s vahoup = 1,m0 . . . odhad střednı́ chyby měřenı́ o vázep = 1 z oprav zprostředkuj́ıcı́ch parametrů,pi = � mlimapr0 �2
. . . váha zprostředkuj́ıcı́ho parametru se střednı́ chyboumli ,

A . . . matice konfigurace
P . . . matice vah.

Pro skutečné hodnoty neznámých a zprostředkuj́ıcı́ch parametrů platı́ vztahyl̂ = f(x̂T ) ; (1)

kdef = (f1; f2; : : : ; fn) je vektor funkčnı́ch vztahů. Je přirozené, že stejnýpožadavek je kladen i na
vyrovnané hodnoty a tedy �l = f(�xT ) (2)l+ v = f(x0T + dxT ) : (3)

Vztah (2) označujeme termı́nemrovnice pozorov́ańı. Jednoduchou úpravou dále dostávámerovnici opravv = f(�xT )� l = f(x0T + dxT )� l : (4)

Pro řešenı́ celé úlohy je třeba vztahyf , které mohou být často velice komplikované, linearizovat.
Vytvořı́me jejich diferenciály v bodě(x10; x20; : : : ; xk0) a můžeme psátrovnici oprav v linearizovańem
tvaru v = f(xT0 ) + A � dx� l = A � dx+ (f(xT0 )� l)| {z }l0 = A � dx+ l0 : (5)

V přı́padě, kdyn > k, nenı́ řešenı́ této úlohy jednoznačné. Hledá se potom takové řešenı́dx, pro
které je splněna podmı́nka[pvv] = vTPv = min, kdeP je matice vahP = diagfp1; p2; : : : ; png. Bez
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odvozenı́ s odkazem na literaturu uvedenou na konci tohoto pojednánı́ můžeme psát pro řešenı́, které
splňuje uvedenou podmı́nku dx = �(ATPA)�1ATPl0 : (6)

Výsledné hodnoty hledaných parametrů jsou potomX = X0 + dx. Charakteristiky přesnostı́ se
zı́skaj́ı z kovariančnı́ maticeQ = mapr0 � (ATPA)�1mi =pQii (7)

Pro aposteriornı́ jednotkovou střednı́ chybu dále plat´ım0 = s [pvv]n� k = svTPvn� k (8)

a jsou-li správně stanoveny střednı́ chyby zprostředkuj́ıcı́ch parametrůmli , neměla by se jej́ı hodnota
přı́liš lišit od počátečnı́ hodnotymapr0 .

Při aplikaci metody nejmenšı́ch čtverců je nezbytné kontrolovat, zda-li provedená linearizace byla
dostatečně přesná. Kontrola se provádı́ dvoj́ım výpočtem oprav, jednou z rovnic oprav (4), tedy přı́mo
dosazenı́m spočtených neznámých do původnı́ch vztahů, a podruhé z linearizovaných rovnic (5). V
přı́padě, že rozdı́ly mezi opravami z obou výpočtů pˇresahuj́ı akceptovatelnou mez, je nutno výpočet
opakovat s dosazenı́m přesnějšı́ch přibližných hodnot hledaných parametrů.

2 Helmertova rovinná transformace

2.1 Transformačńı rovnice, výpočet parametrů transformace

Termı́nemHelmertova rovinńa transformacebudeme označovat podobnostnı́ rovinnou transformaci sou-
řadnic bodů v přı́padě, kdy transformačnı́ parametryTX ; TY ; q; ! (viz dále) jsou spočteny pomocı́ nad-
bytečného počtu identických bodů.

Podobnostnı́ transformace souřadnic je definována předpisem X 0Y 0 ! = q cos! sin!� sin! cos! ! XY !+  TXTY ! ; (9)

kde (X;Y ) resp.(X 0; Y 0) jsou souřadnice v soustavě, ze které resp. do které se transformuje,TX ; TY
jsou parametry popisuj́ıcı́ posunutı́ počátků obou soustav,q je měřı́tko transformace a! je úhel, o který
jsou obě soustavy vzájemně pootočeny. Vzhledem k tomu,že se v rovnicı́ch vyskytuj́ı čtyři neznámé
parametry, k jejich jednoznačnému určenı́ je potřeba právě čtveřice lineárně nezávislých rovnic a tedy
dva identické body. V přı́padě vyššı́ho počtu identických bodů neexistuje jednoznačné řešenı́ a je nutno
připojit dalšı́ dodatečné podmı́nky (a tedy postupovat napřı́klad metodou nejmenšı́ch čtverců).

V literatuře je často uváděn následuj́ıcı́ postup hledánı́ neznámých transformačnı́ch parametrů. V rovnici
(9) je provedena substituce neznámýchq cos! = �1; q sin! = �2 a transformačnı́ rovnice jsou tak
převedeny na jednoduchý lineárnı́ tvar X 0Y 0 ! =  �1 �2��2 �1 ! XY !+  TXTY ! : (10)

Po výpočtu lze snadnou úpravou! = arctan �2�1 a q = q�21 + �22 zı́skat hodnoty původnı́ch parametrů.
Použitı́ tohoto postupu je avšak komplikované v přı́padech, kdy je hodnota některého z parametrů

předem známa nebo charakter úlohy vyžaduje fixovat některý parametr na předem dané hodnotě. Na-
přı́klad podmı́nka, že úhel rotace mezi oběma systémymá být roven dané hodnotě!0, znamená připojenı́
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dodatečné podmı́nky pro�1 a �2, �2�1 = tan!0. Tato podmı́nka je lineárnı́ a lze ji snadno připojit k
systému rovnic (10). Jinak je tomu, je-li stanoven požadavek, aby transformace zachovávala měřı́tko

transformaceq = 1 a kdy podmı́nka má tvar
q�21 + �22 = 1. Takovou podmı́nku je nutno linearizovat za

přijetı́ předpokladů o apriornı́ hodnotě transformaˇcnı́ch parametrů.
Jinou možnostı́, které se budeme věnovat podrobněji, je postup, kdy původnı́ transformačnı́ parame-

try nejsou nahrazovány koeficienty�1; �2, které nemaj́ı nakonec ani jasný geometrický význam.
Potom maj́ı rovnice pozorovanı́ přı́mo tvar (9), zprostředkuj́ıcı́mi veličinami jsou souřadnice(X 0i; Y 0i )
bodů v soustavě, do které se transformuje, neznámé jsou (TX ; TY ; !; q). Vzhledem k tvaru rovnic po-
zorovánı́ je nezbytné provést linearizaci rovnic oprava k tomu je potřeba zvolit přibližné hodnoty
hledaných parametrůX0 = (T Y0 ; T Y0 ; !0; q0). Uved’me ješte jednou obecný tvar linearizované rovnice
oprav z kapitoly 1v = f(xT0 ) + A � dx� l = A � dx+ (f(xT0 )� l)| {z }l0 = A � dx+ l0 : (11)

Pro Helmertovu transformaci linearizované rovnice opravnabývaj́ı tvar0BBBBBBBBBBBBBBBBB@
vX1vY1vX2vY1
...vXnvYn

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA =
0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 q0(� sin!0X1 + cos!0Y1) (cos!0X1 + sin!0Y1)0 1 q0(� cos!0X1 � sin!0Y1) (� sin!0X1 + cos!0Y1)1 0 q0(� sin!0X2 + cos!0Y2) (cos!0X2 + sin!0Y2)0 1 q0(� cos!0X2 � sin!0Y2) (� sin!0X2 + cos!0Y2)
...1 0 q0(� sin!0Xn + cos!0Yn) (cos!0Xn + sin!0Yn)0 1 q0(� cos!0Xn � sin!0Yn) (� sin!0Xn + cos!0Yn)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA| {z }
A

0BBB@ dTXdT Yd!dq 1CCCA+

+
0BBBBBBBBBBBBBBBBB@
0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

TX0 + q0(cos!0X1 + sin!0Y1)T Y0 + q0(� sin!0X1 + cos!0Y1)TX0 + q0(cos!0X2 + sin!0Y2)T Y0 + q0(� sin!0X2 + cos!0Y2)
...TX0 + q0(cos!0Xn + sin!0Yn)T Y0 + q0(� sin!0Xn + cos!0Yn)

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA�
0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

X 01Y 01X 02Y 02
...X 0nY 0n

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
1CCCCCCCCCCCCCCCCCA| {z }l0

: (12)

Vztah (12) lze zjednodušit, zavedou-li se přibližné hodnoty posunůTX0 = T Y0 = 0. To je možné,
nebot’ kvalita linearizace rovnic oprav nezávisı́ na zvolenýchpřibližných hodnotách posunů. Dostáváme
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tak rovnice, lišı́cı́ se ve vektoru neznámých a redukovaném vektoru pozorovanı́l0
dx = 0BBB@ TXT Yd!dq 1CCCA ; l0 = 0BBBBBBBBBB@

q0(cos!0X1 + sin!0Y1) � X 01q0(� sin!0X1 + sin!0Y1) � Y 01q0(cos!0X2 + sin!0Y2) � X 02q0(� sin!0X2 + sin!0Y2) � Y 02
...q0(cos!0Xn + sin!0Yn) � X 0nq0(� sin!0Xn + sin!0Yn) � Y 0n

1CCCCCCCCCCA : (13)

Dalšı́ postup je již standardnı́ podle metody nejmenšı́ch čtverců. Naprostonezbytnoukontrolou je dvoj́ı
výpočet oprav. V tomto přı́padě jde o kontrolu, zda-li provedená linearizace je dostatečně přesná.

Výhodou tohoto postupu je, že je zcela obecný a zı́skáv´ame přı́mo hodnoty transformačnı́ch parametrů!; q a to včetně jejich charakteristik přesnosti (nenı́ nutno provádět transformaci výsledné kovariančnı́
matice). Navı́c vypuštěnı́ některého ze sloupců matice A odpovı́dá přı́padu, kdy hodnotu přı́slušného
parametru fixujeme na jeho apriornı́ hodnotě. Tedy napřı́klad vypuštěnı́m čtvrtého sloupce, fixujeme
hodnotuq na hodnotěq0 použité při výpočtu prvků vektorul0. Samozřejmě se měnı́ i rozměr vektoru
neznámýchdx.

2.2 Vlastnosti a aplikace Helmertovy transformace

Helmertova transformace je transformacı́ konformnı́, nedocházı́ ke zkreslenı́ křivosti křivek (tedy přı́mka
je opět zobrazena jako přı́mka), docházı́ pouze k pootoˇcenı́, posunu a změně měřı́tka.

Aplikacı́ v geodézii je mnoho, at’ již jde o ztotožněnı́ měřických sı́tı́ měřených vněkolika etapách
a nebo transformace mapových listů. Je třeba si uvědomit, že tato transformace je schopna ztotožnit
pouze dvojici bodů a je-li identických bodů vı́ce, zůstanou na nich po transformaci residuavX ; vY . Je
dobré testovat, zda-li systémy, mezi kterými je transformace prováděna, nejsou vůči sobě v jiném než
podobnostnı́m vztahu a zda-li nenı́ vhodnějšı́ použı́tjiný typ transformace.

3 Kolineárnı́ transformace

3.1 Transformačńı rovnice, vlastnosti

Obrázek 1: Kolineárnı́ transformace, vznik obrazu

Transformace kolineárnı́ (nebo také projektivnı́) je známá předevšı́m z fotogrammetrie. Jde o trans-
formaci, kdy obraz bodu je pomocı́ středového promı́tan´ı zobrazen z jedné roviny na druhou. Trans-
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formačnı́ rovnice jsou X = ax+ by + cgx+ hy + 1 ; Y = dx+ ey + fgx+ hy + 1 ; (14)

kde(x; y) jsou souřadnice ve výchozı́, respektive(X;Y ) ve výsledné soustavě (v rovině).
Tato transformace nenı́ konformnı́, měřı́tko nenı́ konstantnı́, zachovává tzv. dvojpoměr v rámci čtve-

řice bodů ležı́cı́ch na přı́mce, tedy (viz obrázek 1)ACBC : ADBD = A0C 0B0C 0 : A0D0B0D0 = : : : = konst: :
Docházı́ ke zkreslenı́ křivosti. Přı́mky se zobrazuj́ıopět jako přı́mky. Přı́mky rovnoběžné v originále po
transformaci směřuj́ı do společného bodu (úběžnı́ku).

Pro určenı́ osmi neznámých koeficientů(a; b; c; d; e; f; g; h) je potřeba nejméně čtyř identických
bodů v obou soustavách. Projektivnı́ transformace tak ztotožňuje rohy čtyřúhelnı́ka v obou rovinách.
Navı́c můžeme upustit od představy dvojice rovin a projekci uvažovat jako transformaci mezi dvěma
soustavami v rovině jedné.

Vzhledem k tomu, že vztahy jsou lineárnı́, je výpočet parametrů triviálnı́. Transformačnı́ rovnice (14)
lze přepsat do tvaru (pro čtyři identické body)0BBBBBBBBBBBB@

X1Y1X2Y2X3Y3X4Y4
1CCCCCCCCCCCCA = 0BBBBBBBBBBBB@

x1 y1 1 0 0 0 �x1X1 �y1X10 0 0 x1 y1 1 �x1Y1 �y1Y1x2 y2 2 0 0 0 �x2X2 �y2X20 0 0 x2 y2 1 �x2Y2 �y2Y2x3 y3 3 0 0 0 �x3X3 �y3X30 0 0 x3 y3 1 �x3Y3 �y3Y3x4 y4 4 0 0 0 �x4X4 �y4X40 0 0 x4 y4 1 �x4Y4 �y4Y4
1CCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBB@

abcdefgh
1CCCCCCCCCCCCA (15)

a parametry transformace zı́skáme potom prostou inverzı́.
V přı́padě, kdy je identických bodů nadbytečný počet, je možné parametry určovat metodou nej-

menšı́ch čtverců, přičemž opravyvX ; vY jsou přiřazovány souřadnicı́m(X;Y ) ve výsledné soustavě.
Linearizace rovnic oprav vyžaduje stanovenı́ přibližných hodnot parametrů(a0; b0; c0; d0; e0; f0) spoč-
tených postupem popsaným v předchozı́m odstavci. Při zavedenı́ substitucı́Di0 = g0xi + h0xi + 1Xi0 = a0xi + b0yi + c0Di0Y i0 = d0xi + e0yi + f0Di0dh = � da db dc dd de df dg dh �T
nabývaj́ı linearizované rovnice oprav tvar viXviY ! = 0B@ xiDi0 yiDi0 1Di0 0 0 0 �Xi0Di0xi �Xi0Di0xi0 0 0 xiDi0 yiDi0 1Di0 �Xi0Di0xi �Xi0Di0xi 1CA dh+  Xi0 �XiY i0 � Y i ! : (16)
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3.2 Poǔzitı́ kolineárnı́ transformace

Použitı́ v geodézii je opět všestranné, všude tam, kde jsou očekávany rozdı́ly mezi oběma systémy
způsobené složitějšı́mi vztahy než je rotace, posunutı́ a změna měřı́tka.

Klasickou aplikacı́ je transformace dat pořı́zených fotogrammetricky. Přı́kladem může být transfor-
mace snı́mkových souřadnic bodů fotografie rovinné fasády (a podobné dalšı́). Obraz bodů, které ležı́ v
rovině snı́maného objektu, vznikl právě projektivnı́transformacı́ a tedy souřadnice (vzhledem k tomu, že
rovina snı́mku a rovina objektu nejsou obecně rovnoběžné) jsou deformovány. Pomocı́ identických bodů
lze transformovat souřadnice všech bodů tak, aby odpov´ıdaly záběru kolmému k rovině objektu, nebo-li
obnovit původnı́ rovinné souřadnice.

Podobnou aplikacı́ může být transformace mapového listu pomocı́ křı́žků pravidelné čtvercové sı́tě.
Deformacı́ papı́ru (fólie) mapy, špatným zákresem, pˇrı́padně i špatným scannovánı́m mapy dojde k
porušenı́ pravidelné sı́tě křı́žků i zákresu obsahu mapy. Je nasnadě, v rámci každého čtverce vymezeného
rohovými křı́žky vypočı́tat transformačnı́ kĺıč (bez vyrovnánı́) projektivnı́ transformace a kresbu uvnitř
tohoto čtverce tı́mto kĺıčem transformovat. Tı́mto postupem se obnovı́ v rámci celého listu pravidelná
čtvercová sı́t’ . Problémem takto pojaté transformace je nespojitost zobrazenı́ na hranici jednotlivých
transformačnı́ch oblastı́. Projektivnı́ transformace bodu ležı́cı́mu přesně na hranici obou oblastı́ přiřadı́
dvoj́ı souřadnice z každého použitého kĺıče (obě nové polohy bodu jsou sice na téže přı́mce spojuj́ıcı́
obrazy rohových bodů, ale “staničenı́” je různé). Je tedy třeba vždy posoudit, zda-li tento rozpor přesahuje
akceptovatelnou mez.

4 Afinnı́ transformace

4.1 Vlastnosti, rovnice zobrazeńı

Afinnı́ transformace je speciálnı́m přı́padem transformace kolineárnı́. V tomto přı́padě je bod promı́tánı́
umı́stěn do nekonečna a tady body jsou promı́tány rovnoběžnými paprsky. Konstantnı́ dělicı́ dvojpoměr
přecházı́ v konstantnı́ děĺıcı́ poměr, úběžnı́kyjsou v nekonečnu a tedy rovnoběžky v originále zachovávaj́ı
rovnoběžnost, přı́mky se zobrazuj́ı opět jako přı́mky. Protože děĺıcı́ poměr je konstantnı́, transformace
dává jednoznačné výsledky i na hraničnı́ čáře mezi dvěma transformačnı́mi oblastmi.

Obrázek 2:
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Transformačnı́ rovnice maj́ı následuj́ıcı́ tvar XY ! =  r11 r12r21 r22 ! xy !+  TXT Y ! : (17)

Z rovnic je patrno, že vzájemná poloha souřadných os odpovı́dá obrázku 2, výsledný souřadný systém
předpokládáme pravoúhlý.

Lze poměrně snadno dokázat, že transformačnı́ koeficienty (r11; r12; r21; r22) je možné zapsat po-
mocı́ úhlů sevřených mezi osami a pomocı́ měřı́tka vesměru jednotlivých os. Rovnice tranformace maj́ı
potom tvar  XY ! =  qX cos!X �qY sin!YqX sin!X qY cos!Y ! xy !+  TXT Y ! : (18)

Protože důkaz je velice stručný a zřejmý, hned jej provedeme. V obou systémech existuje vektorová
báze. Ve výsledném systému, který je ortonormálnı́,ji tvořı́ vektory fe1;e2g, v systému výchozı́m po-
tom fe01;e02g, přičemž pro normy vektorů báze platı́ke01k = qX ; ke02k = qY . Pro libovolný vektora
o souřadnicı́ch(X;Y ) respektive(x; y) musı́ platitXe1 + Y e2 = xe01 + ye02 + t
Postupným skalárnı́m vynásobenı́m rovnice vektoreme1 a e2 dostáváme vztahy pro souřadniceX, Y
(vzhledem k tomu, že bázefe1;e2g je ortonormálnı́ platı́(ei;ej) = 0; (ei;ei) = 1)X = x(e01;e1) + y(e02;e1) + (t;e1)Y = x(e01;e2) + y(e02;e2) + (t;e2)
a tedy X = x � qX cos!X � y � qY sin!Y + TXY = x � qX sin!X � y � qY cos!Y + T Y :
Důkaz je hotov.

Z rovnice (17) je patrno, že existuje šest parametrů afinnı́ transformace a tedy pro jejich jednoznačné
určenı́ jsou nezbytné tři identické body. Vypočet je triviálnı́ pomocı́ soustavy rovnic0BBBBBBB@ X1Y 1X2Y 2X3Y 3

1CCCCCCCA = 0BBBBBBB@ 1 0 x1 y1 0 00 1 0 0 x1 y11 0 x2 y2 0 00 1 0 0 x2 y21 0 x3 y3 0 00 1 0 0 x3 y3
1CCCCCCCA0BBBBBBB@ TXT Yr11r12r21r22

1CCCCCCCA : (19)

V přı́padě většı́ho počtu identických bodů lze opět počı́tat metodou nejmenšı́ch čtverců.Úpravou
transformačnı́ch rovnic (17) snadno zı́skáme rovnice oprav přı́mo v lineárnı́m tvaru (pro jeden bod) vXivYi ! =  1 0 xi �yi 0 00 1 0 0 xi yi !0BBBBBBB@ TXT Yr11r12r21r22

1CCCCCCCA�  XiYi ! : (20)
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4.2 Aplikace afinńı transformace

Nejčastějšı́m přı́padem aplikace afinnı́ transformace v geodézii je transformace mapových listů pomocı́
křı́žků pravidelné kilometrové sı́tě. Většinou se postupuje tak, že pro dané územı́ je spočten jeden trans-
formačnı́ kĺıč z maximálnı́ho množstvı́ křı́žků (identických bodů) metodou nejmenšı́ch čtverců. Je tak
zohledněna předevšı́m různá srážlivost papı́ru v kolmých směrech. Nicméně protože je pro výpočet kĺıče
použit nadbytečný počet identických bodů, zůstáváj́ı po transformaci na mapových křı́žcı́ch residua.

Dalšı́ možnostı́ je provádět transformaci podobným způsobem jako v přı́padě transformace kolineárnı́
a tedy počı́tat kĺıč pro každou trojici křı́žků. Tedy dané uzemı́ se rozděĺı na trojúhelnı́kové transformačnı́
oblasti, pro které platı́ vlastnı́ transformačnı́ kĺıˇc. Narozdı́l od transformace kolineárnı́ nevznikne ne-
spojitost zobrazenı́ na stykové čáře, nebot’ výsledné souřadnice hraničnı́ch bodú spočtené pomocı́ obou
kĺıčů jsou totožné, ale vládně zde jistá libovůlevolby transformačnı́ oblasti. Uvažujeme-li čtveřicikřı́žků
mapového listu, potom můžeme vytvořit dvě trojůhelnı́kové transformačnı́ oblasti dvoj́ım způsobem -
uzemı́ lze rozdělit úhlopřı́čkou směřuj́ıcı́ z hornı́ho levého rohu k dolnı́mu pravému a nebo uhlopřı́čkou
druhou. V obou přı́padech dostáváme jiné souřadnice všech pretransformovaných bodů.

5 Prostorová Helmertova transformace

5.1 Transformačńı rovnice

Prostorou Helmertovou transformacı́ rozumı́me transformaci souřadnic bodů mezi dvěma pravoúhlými
prostorovými souřadnými soustavami, které se lišı́ natočenı́m os, polohou počátku a měřı́tkem. Rotaci
mezi oběma systémy lze popsat postupnými rotacemi kolemvšech třı́ souřadných os. Transformačnı́
rovnice tedy zapı́šeme0B@ X 0Y 0Z 0 1CA = q � RX(�) � RY (�) � RZ(
)0B@ XYZ 1CA+0B@ TXT YTZ 1CA = q � R

0B@ XYZ 1CA+0B@ TXT YTZ 1CA (21)

kdeq je měřı́tko transformace,Ri(!) jsou matice rotace podle jednotlivých souřadných os a(TX ; T Y ; TZ)T je vektor posunu počátku souřadné soustavy. Pro maticerotacı́ platı́

RX(�) = 0B@ 1 0 00 cos� sin�0 � sin� cos� 1CA RY (�) = 0B@ cos � 0 � sin�0 1 0sin� 0 cos � 1CA
RZ(
) = 0B@ cos 
 sin
 0� sin
 cos 
 00 0 1 1CA : (22)

V rovnicı́ch vystupuje sedm neznámých parametrů a tedy pro jednoznačné určenı́ stačı́ právě sedm
lineárně nezávislých rovnic. To znamená, že v extrémnı́m přı́padě k určenı́ transformačnı́ho kĺıče postačuj́ı
tři identické body s tı́m, že u jednoho z bodů je dána pouze jedna souřadnice v obou systémech. Ve většině
přı́padů jsou ale k dispozici tři a vı́ce identických bodů se všemi známými souřadnicemi.

5.2 Výpočet parametrů pomoćı MNČ

Protože jsou k dispozici většinou minimálně tři identické body, tak i základnı́ výpočet je nutno korektně
počı́tat pomocı́ MŇC, nebot’ k dispozici je devět a vı́ce rovnic oproti sedmi neznámýmparametrům.
K tomu je nezbytné sestavit zlinearizované rovnice oprava tedy vypočı́tat diferenciály prvnı́ho řádu
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rovnic (21) podle jednotlivých neznámých(TX ; T Y ; TZ ; q; �; �; 
)T . Difernciál zapı́šeme následuj́ıcı́m
způsobem0B@ dX 0dY 0dZ 0 1CA = 0B@ 1 0 00 1 00 0 1 1CA0B@ dTXdT YdTZ 1CA+ R00B@ XYZ 1CA dq + q0 � D� D� D
 �0B@ d�d�d
 1CA ; (23)

kde pro sloupcové vektoryDi derivacı́ jednotlivých souřadnic podle rotačnı́ch úhlů platı́D� = dRX(�0)d� � RY (�0) � RZ(
0) � � X Y Z �TD� = RX(�0) � dRY (�0)d� � RZ(
0) � � X Y Z �TD
 = RX(�0) � RY (�0) � dRZ(
0)d
 � X Y Z �T ;(q0; �0; �0; 
0) jsou přibližné hodnoty parametrů aR0 je rotačnı́ matice spočtená pomocı́ těchto přibliž-
ných hodnot. Pro parametry(TX ; T Y ; TZ) nenı́ přibližné hodnoty parametrů potřeba stanovovat a lze je
tedy přı́mo počı́tat.

Sestavit z uvedených rovnic maticiA je již snadné. Redukovaný vektor měřenı́l0 má přitom tvarl0 = q0 � R00B@ XYZ 1CA�0B@ X 0Y 0Z 0 1CA : (24)

5.3 Výpočet přibli žných hodnot transformačńıch parametrů

Pro výpočet prvků maticeA a vektorul0 je nutno znát přibližné hodnoty transformačnı́ch parametrů.
Tento problém se u transformacı́ často řešı́ tak, že sev prvnı́m kroku dosadı́ nulové rotačnı́ úhly a
měřı́tko rovno 1. Vyrovnané parametry se dosadı́ za přibližné do dalšı́ho výpočtu a pokračuje se tak
dlouho, dokud výsledek dvoj́ıho výpočetu oprav nenı́ uspokojivý. Bohužel v přı́padě prostorové trans-
formace u některých reálných přı́kladů tento postupselhává a proces nekonverguje k žádnému výsledku
(ba dokonce se může stát, že součet[pvv] dokonverguje k jinému, lokálnı́mu minimu!). Proto je nutné
nalézt postup, pomocı́ kterého se přibližné parametry spočtou. Situace je v tomto přı́padě oproti rovinné
transformaci mnohem složitějšı́. V rovinném přı́padu se použije substituce�1; �2 (viz přı́slušná kapitola)
a rovnice přejdou na lineárnı́ tvar. Zde je maticeR velmi komplikovaná. Protože budeme matici v dalšı́m
textu potřebovat, uvedeme na tomto mı́stě jej́ı tvar

R = 0B@ cos � cos 
 cos � sin
 � sin�sin� sin� cos 
 � cos� sin
 sin� sin� sin
 + cos� cos 
 sin� cos �cos� sin� cos 
 + sin� sin
 cos� sin� sin
 � sin� cos 
 cos� cos � 1CA : (25)

Lze dokázat, že maticeR je ortonormálnı́ a tedy platı́RTR = E.
Ukazuje se, že výpočet přibližných hodnot transformačnı́ch parametrů lze rozdělit na dva přı́pady.

Každému se budeme v věnovat v samostatné pasáži.

5.3.1 Výpočet přibli žných hodnot pomoćı čtveřice identických bodů

Přı́pad, kdy jsou k dispozici čtyři identické body a tedy celkem 12 souřadnic, je poměrně jednoduchý.
Jeden z možných způsobů jak spočı́tat transformačn´ı parametry je následuj́ıcı́.
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Pro maticiqR zavedeme substituci pomocı́rij, rovnice transformace přejde v tvarX 0 = 0B@ r11 r12 r13r21 r22 r23r31 r32 r33 1CAX +0B@ TXT YTZ 1CA : (26)

V rovnici vystupuje 12 neznámých a k dispozici je právě 12 rovnic (zde pouze rovnice pro jeden bod)0B@ X 0Y 0Z 0 1CA = 0B@ 1 0 0 X Y Z 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 Z Y Z 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 0 X Y Z 1CA0BBBBBBBBBB@
TXT YTZr11r12

...r33
1CCCCCCCCCCA (27)

Vyřešenı́m této soustavy dostáváme všechny prvky matice qR. Vzhledem k tomu, že souřadnice
bodů v obou systémech se lišı́ nejenom směrem souřadn´ych os, ale i vlivem různých chyb (v geodézii
transformujeme většinou měřené souřadnice), tak v´ysledná přibližná maticeqR nenı́ přesně ortogonálnı́,
přesněji rečeno, nejedná se vůbec o matici rotace. Avˇsak tento fakt nijak nebránı́ výpočtu rotačnı́ch úhl˚u
z jednotlivých prvků. Při znalosti tvaru (25) maticeR (pozor, zde je matice přenásobena měřı́tkemq) se
rotačnı́ úhly spočtou jako � = arcsin �r13q� = arctan r23r33 (28)
 = arctan r12r11 ;
přičemžq zı́skáme z poměru délek vektorů v obou systémech. Je zaj́ımavé, že při výpočtu úhlu� nenı́
nutné “hĺıdat” kvadranty. U ostatnı́ch úhlů již samozřejmě ano (tedy je lepšı́ použı́vat funkciarctan2 ,
která se vyskytuje takřka ve všech matematických programech).

5.3.2 Výpočet přibli žných hodnot pomoćı trojice identick ých bodů

Tento přı́pad navı́c zkomplikujeme tak, že k dispozici jsou dány dva body všemi souřadnicemi, v přı́padě
třetı́ho bodu, je dána souřadnice pouze jedna. Samozřejmě v obou systémech. Je tedy znám právě nutný
počet souřadnic pro určenı́ parametrů transformace.

Použitı́ substitucı́rij z minulého části dává 12 neznámých (včetně parametrů translace). Z vlastnosti
maticeR, která je ortonormálnı́ a tedyqRT qR = q2E navı́c vyplývá dalšı́ch 6 podmı́nek a také jedna
neznámáq. Tedy celkem je 7 rovnic a 6 podmı́nek (celkem 13) a zároveň13 neznámých (posunutı́,
meřı́tko a prvky maticeR). Systém je tedy jednoznačně řešitelný. Avšak podmı́nky již nejsou lineárnı́ a
řešenı́ takového systému je s největšı́ pravděpodobnostı́ komplikované. Proto je možná snažšı́ k řešenı́
problému přistoupit geometricky.

Označme zadané identické body pı́smenyA, B, C, přičemž bodC má dánu pouze jednu souřadniciX. Uved’me pro úplnost, že dalšı́ uvedený postup je obecný v tomsmyslu, že nezáležı́ na tom, která ze
souřadnic je zadána. A zajisté mohou být zadány i ostatnı́ souřadnice.
Věnujme se postupně výpočtu jednotlivých parametrů. Nejsnažšı́ je výpočet měřı́tkaq, zı́ská se z poměru
délek vektorůAB aA0B0 v jednom a druhém systému. Vztáhneme-li souřadnice bodů v obou systémech
k boduA (resp.A0) a tedy ztotožnı́me počátky obou soustav, přejde tranformačnı́ vztah v čistě rotačnı́.
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Obrázek 3:

Souřadnice boduA jsou v takto redukovaném systému nulovéAR = (0; 0; 0), souřadnice bodůB aC
jsou souřadnicemi vektoruBR = ~AB aCR = ~AC. Stejně tak i v druhém systému. Platı́X 0R = qRXR

a úkolem je spočı́tat rotačnı́ maticiR. Postupovat lze tak, že tuto matici rozložı́me v několikpos-
tupných rotacı́ kolem jednotlivých o tak, aby výslednědošlo ke ztotožněnı́ souřadných os. Představit si
a realizovat rotace mezi vůči sobě obecně postavenýmisystémy je komplikované (ne-li přı́mo nemožné)
a proto se nabı́zı́ možnost postupovat přes vhodný pomocný souřadný systém, do kterého mohou být
jednotlivě obě soustavy transformovány a tedyXP = R1XRXP = R2X 0R
Výpočet matice celkové rotace je potom jednoduchý

R = RT2 R1 : (29)

Vhodných pomocných soustav je mnoho, zvolme jednu takovou. OsaZP má totožný směr s vektorem~AB a vektor ~AC ležı́ v roviněYPZP , počátek je v boděA. Důsledkem toho souřadnicex; y vektoru ~AB
jsou nulové a stejně jako souřadnicex vektoru ~AC. Transformace redukovaných souřadnicXR a X0R do
tohoto systému se provede pomocı́ trojice rotacı́ kolem souřadných os.
Nejprve ztotožněnı́ vektoru~AB s osouZP . Jedna z možnostı́ (viz obrázek) je otočit souřadnou soustavu
kolem osyZ tak, aby vektor ~AB ležel v roviněXZ nového systému a potom provést dalšı́ rotaci kolem
osyY , tak aby osaZ byla totožná s vektorem. V prvnı́m kroku tedy hledáme takovou matici rotaceRX
aby platilo (zjednodušená symbolika)0B@ X 00Z 0 1CA = 0B@ 1 0 00 cos! sin!0 � sin! cos! 1CA0B@ XYZ 1CA
a tedy 0 = Y cos! + Z sin! :
Tato rovnice o jedné neznámé je jistě řešitelná. Podobně v druhém kroku (to je již souřadniceY nulová)
hledáme takový úhel!, pro který platı́0B@ 0Y 00Z 00 1CA = 0B@ cos! sin! 0� sin! cos! 00 0 1 1CA0B@ X 00Z 0 1CA :

11



Po provedenı́ těchto dvou rotacı́ je ztotožněn vektor~AB s osouZP . Zbývá zaručit, aby vektor~AC
ležel v roviněYPZP . To odpovı́dá situaci, kdy souřadnicex vektoru je nulová a postupujeme již pop-
saným způsobem, kdy hledáme takový úhel rotace kolem osyZ, aby rovnost byla splněna.

Výsledně tedy každá z maticR1;R2 se skládá ze třı́ postupných rotacı́. Po výpočtu maticeR podle
vztahu (29) se spočtou hodnoty celkových rotacı́ podle vztahů (28) již zmı́něným postupem.

Konečně výpočet parametrů translace se již jednoduchý0B@ TXT YTZ 1CA = q � R

0B@ XYZ 1CA�0B@ X 0Y 0Z 0 1CA : (30)
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