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Predmluva

Jak nazev Linedrni algebra 2 naznacuje, skripta navazuji na Linearni algebru 1. Predpokla-
dam proto, ze kdo ¢te tuto predmluvu, uz prvni dil v ruce drzel. Dokonce predpokladam,

ze kdo hodla ve ¢teni pokracovat, latku z prvniho dilu ovlada.

Na vzniku skript se opét velkou mérou podileli studenti, ktefi byli v akademickém roce
20122013 prvaky. Mezi nimi nejvice mi dva spoluautori — Jakubové. Jakub Krasensky
se mnou ladil druhy dil skript uz od léta. Béhem zimniho semestru s peclivosti sobé
vlastni vznikajici texty procital a opravoval. Spolecné jsme se tak snazili dosdhnout
neskromného cile: ¢tivého, presného, srozumitelného a logicky vystavéného textu, ktery
zpusobi, ze kdo byl spokojeny s Linearni algebrou 1, bude nadseny Linearni algebrou 2,
a kdo jesté krase linearni algebry v zimé nepodlehl, v letnim semestru uz se neubrani.
Skripta s Jakubem opét prozila prazdniny, tentokrat vanoc¢ni. Na svétlo svéta pak nase
dilo — obrazné feceno — doprovodily silvestrovské ohnostroje. Jakub Klinkovsky vytvoril
ilustrace pfesné podle mych prani. Snad vam pomohou k nazorné geometrické predstave.
Podékovani patii i mnoha dalsim studentiim. Jmenovité Kateriné Jirdkové, Mateji
Hazalovi a Danielu Hnykovi. Za pomoc s formatovanim a typografii dékuji Ing. Petru
Ambrozovi, Ph.D., a Ing. Tomasi Hejdovi.

Skripta jsou urc¢ena studentiim prvniho ro¢niku ,Jaderky“, tentokrat ovsem hlavné
absolventim predmétu Linedrni algebra plus (LAP), a obsahuji latku pfedmétu Linedrni
algebra A2 (LAA2). U studentt se predpokladd zajem o probiranou latku a snaha co
nejvice porozumeét. Pravé miru porozumeéni si miize ¢tenar ovérit feSenim domacich tkoli,
kterych je jesté vice nez v prvnim dilu. Jejich obtiznost je opét vyznacena hvézdickami
(zddnd hvézdicka = lehky ukol, * = obtiznéjsi ukol, xx = tézky ukol).

Sylabus skript je inspirovan prednaskou a skripty asistenta Jifitho Pytlicka. Také
se snazime byt stejné precizni a zprostiedkovat ¢tenari krasu linearni algebry stejné
presveédcivé jako pan asistent. OvSem zaroven méame stale na paméti heslo doc. Emila
Humbhala, 7e linearni algebru muze pochopit kazdy pilny student, kdyz se mu srozumitelné
vylozi. Proto se snazime abstraktnost linearni algebry zmirnit ilustraci probirané latky
na konkrétnich prikladech a definovanim novych pojmu nejprve pro matice (pro ty si je
¢tenar snaze predstavi), a az poté pro operatory.

V motivacnich textech naznacujeme Sirokou skdlu aplikaci linearni algebry. V pozndm-
kach pod ¢arou popisujeme rozmanitost znaceni a terminologie a vkladame historické idaje.
Ani tentokrat nechybi text, ktery zasazuje linedrni algebru do historického kontextu. Jde
o dodatek k historii soustav linearnich algebraickych rovnic, ktery by se také mohl jmenovat
»Alenka v 118i linearni algebry“. Poznamky pod c¢arou, motivacni texty a historické okénko

jsou vlozeny jen pro zajimavost (nezkousi se z nich).
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souvislosti si dovolim pfipomenout vyrok Paula Erddse, ? podle kterého Biith vlastni Knihu,
v niz jsou vSechna matematicka tvrzeni a k nim ty nejelegantnéjsi dikazy. Praveé prof.
Pelantova nam pomohla dikazy a pasaze, které jesté z Knihy nebyly, do elegantni podoby

prepsat.

V Litomysli 31. prosince 2013 Lubomira Balkova

2Paul Erdés [vyslovnost ,erdss®] (1913-1996) byl madarsky matematik, ktery ma na konté nejvice
matematickych ¢lanka v celé historii matematiky (kolem 1500 s vice nez 500 spoluautory). Neni divu, ze
bylo definovano Erdésovo ¢islo: Erdés sam ma ¢islo 0; ti, kdo napsali ¢lanek s Erdésem, maji ¢islo 1; ti,

kdo publikovali ¢lanek s néjakym spoluautorem Erddse, maji ¢islo 2 atd.
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1 Inverzni matice a inverzni operator

Motivace. Misto praktického pouziti invertovani zminime pro pobaveni ¢tenare hravou

metodu sifrovani [12]. Uvazujme Sifrovani textu bez hacku a ¢arek podle nasledujici tabulky:

AB C D E F G H I J K L M
8§ 7 5 13 9 16 18 22 4 23 11 3 21

NOP QRS TUV WX Y 7Z
1 6 15 12 19 2 14 17 20 25 24 10 26

Kromé sifrovaci tabulky maji Alice (odesilatelka zpravy) i Bob (pfijemce zpréavy) k dispozici
201

stejnou regularni matici, napr. A = (1 0 1). Zpravu bez hackiu a ¢arek Alice nejprve
010

prevede pomoci Sifrovaci tabulky na ¢isla, rozdéli na devitice (pfipadné doplni nulami)

a zapise do matic radu tii. Poté vSechny matice zaSifruje nasobenim s matici A. Chce-li
napifklad Sifrovat text BILA KOCKA, pak prevedenim na &sla dostane matici M =

7 43 19 19 14
8 11 6 | a odesle Bobovi matici AM = |12 15 11].

5 11 8 8 11 6

1 -10
Bob uz pfecetl kapitolu o inverznich maticich, proto umi najit matici A~! = ( 0 0 1)
-1 20
takovou, ze A~'A = I. Touto matici vyndsobi matici, kterou obdrZel od Alice, tj. provede

soucin A~!'(AM) = M. Podle sifrovaci tabulky pak zpatky deSifruje BILAKOCKA.
Kdyby se Bob neucil poradné linearni algebru, mohl by si myslet, Ze je nasobeni matic

komutativni. To by pak klidné vynéasobil matici od Alice zprava a dostal by:

19 19 14 1 -10 5 9 19
(AI\/JI)A_1 =12 15 11 0o 01| =111 15].
8 11 16/ \=1 20 2 4 11

Vysledek by podle tabulky desifroval jako CERNYPSIK.

1.1 Inverzni matice

V této kapitole navaZeme na maticovy pocet ze skript Linearni algebra 1, zejména pak na

kapitolu Frobeniova véta.

Definice 1.1. Necht A je matice s prvky z télesa T'. Pokud existuje matice B s prvky z T’

takova, ze AB = BA =1, kde I je jednotkova matice, pak B nazveme inverzni matici k A.
Poznamka 1.2.

e Matice A a B museji byt nutné ¢tvercové stejného fadu jako I (plyne z pravidel pro

nasobeni matic).

13



1 INVERZNI MATICE A INVERZNI OPERATOR

e Pro singularni matici inverzni neexistuje. Vime totiz, ze h(AB) < h(A). Proto je-li

A singularni, nemuze platit AB = BA =1 pro zadnou matici B.

Véta 1.3 (Existence inverzni matice). Necht A je reguldrni matice fadun s prvky z télesa T .

Pak k ni existuje pravé jedna inverzni matice.

Dukaz.

e FExistence:

Najdeme podobu inverzni matice B k matici A. Uvazujme linedrni operator A
definovany pro kazdé ¥ € T™ jako Ar¥ = AZ. Takovy operator je jisté regularni,
a existuje tudiz operdtor k nému inverzni A~!. PoloZime-li B = §A™!), kde & je
standardni baze 7™, pak lehce ovérime, ze splnuje AB = BA = I. (Stadi si uvédomit,

7e A =FA.)

Jednoznacnost:
Necht X je také inverzni matice k A, tedy XA = AX = [. Pak podle pravidel pro

nasobeni matic plati:

X = XI = X(AB) = (XA)B = IB = B. 0

Nyni, kdyz vime, Ze pro regularni matici A existuje pravé jedna inverzni matice, méa smysl

ji néjak oznacit. Obvyklé je znaceni A=t

Z véty 1.3 a z faktu, Ze singularni matice nelze invertovat, plyne nova ekvivalentni definice

regularni matice.

Diisledek 1.4 (Regularita a inverzni matice). Ctvercova matice A s prvky z télesa T je

reguldrni, pravé kdyz existuje A=,

Véta 1.5 (Vlastnosti inverznich matic). Necht A, B jsou ¢tvercové matice stejného radu

s prvky z télesa T.

1.

2.

Pokud AB =1, pak A je reguldrni a B = A~!.

Pokud BA =1, potom A je reguldrni a B = A~

Plati, ze I7' = 1.

Je-li A reguldrni matice, pak (aA)™ = éA‘l pro kazdé o € T, o # 0.
Je-li A reguldrni matice, potom (A=)t = A.

Je-Ii A regularni matice, potom (AT)_l = (AHT.

14



1.2 Uplna Gaussova eliminace

7. Je-lib € T", pak soustava AX = b s regularni matici A radu n ma praveé jedno reseni,

ato i =A"1b.
Dikaz.

1. Regularita A plyne z nerovnosti h(AB) < h(A). Podle véty 1.3 proto existuje A~
a plati:
A7T=A"T=A"AB)=(A'A)B =1IB =B.

2. Analogie prvniho bodu.

3. Tvrzeni plyne z rovnosti I = I.

4. Uzitim prvniho bodu dostavédme tvrzeni z rovnosti (aA)(ZA™) = (ad)(AA™Y) =T
5. Opét uzitim prvniho bodu plyne tvrzeni z rovnosti A7tA = I.

6. Podle pravidel pro transponovéni dostavame, ze AT(A™1)T = (A~1A)" =17 = 1.

Tvrzeni se pak ziska aplikaci prvniho bodu.

7. 7 Frobeniovy véty vime, Ze existuje jediné reseni. Jeho tvar dostaneme vynasobenim

rovnosti AZ = b zleva matici A~1. m

Prvni a druhy bod véty 1.5 umoznuji snazsi ovéreni, ze ¢tvercova matice B je inverzni k A.
Staci dostat jednotkovou matici pii nasobeni matic jen v jednom poradi, nikoliv z obou

stran, jak se pozaduje v definici 1.1.

Véta 1.6 (Inverzni matice k souc¢inu matic). Necht A a B jsou regularni matice radu n
s prvky z télesa T. Pak také matice AB je reguldrni a (AB)~! = B~ 1AL

Diikaz. Jelikoz AB(B'A™!) = ABB~ ')A~ = AA~! =T, dostavame podle prvniho bodu
véty 1.5, ze AB je regularni a (AB)™! = B~ 1AL O

1.2 Uplni Gaussova eliminace

Zatim jsme definovali inverzni matici a popsali jeji vlastnosti. V dikazu véty 1.3 se objevil
i predpis pro inverzni matici (ve tvaru matice v bézich jistého operatoru), ten se ovsem
nehodi pro prakticky vypocet. V této kapitole si proto posvitime na zplsob hledani
inverznich matic. Nez si vysvétlime, jak a pro¢ funguje Gplnd Gaussova eliminace, *
musime si nejprve uvédomit, ze radkové tpravy v matici odpovidaji nasobeni vhodnou

matici zleva.

3Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik a fyzik
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1 INVERZNI MATICE A INVERZNI OPERATOR

Lemma 1.7. Necht A € T™". Jestlize provedeme ekvivalentni radkovou tpravu, je
vysledna matice rovna matici MA, kde M je ¢tvercova matice radu m, ktera vznikla

z jednotkové matice 1 stejnou radkovou tpravou.

Diikaz. Je treba ovérit, ze je tvrzeni pravdivé pro vSechny ekvivalentni radkové tupravy:

1. Zameéna i-tého a j-tého radku.

7 J
1.
1
7 0 1
1.
1
J 1 0
1.
1

2. Vynasobeni fadku nenulovym ¢islem « z 7.

3. Pri¢teni a-ndsobku ¢-tého radku k j-tému.

i J

1 Ay A -
1 s

i 1 Ai Ap o
1 S
: 1 . .

J « 1 Aji Ajp -
1 Do

1 Api A -+

Ctenar sam ovéri podle pravidel maticového nésobeni, ze vSechny tii rovnosti plati.

A11 AIZ

Ail AiQ

Ajl A]'Q

Aml Am2 e

A11 AIZ

Ail AiQ

At Ama -+

Ay,

16

Aln

Ain

Aj,

Amn

Aln

Ain

Aun

All AIZ

Ail Ai?

Aml AmZ

All AIZ

OCA“ CMAZ'Q ce

At Ama -+

alit +Aj1 ahp +Aj -

A

Ao

Aln

Aln

aAin

A in
Ain
ahin + Ajn

A

]



1.2 Uplna Gaussova eliminace

Véta 1.8 (Ekvivalentni fadkové dpravy a ndsobeni matici). Necht A € T™". Provedeme-li
s A konecny pocet ekvivalentnich radkovych tiprav, je vysledna matice rovna matici MIA, kde
M je ¢tvercova matice radu m, ktera vznikla z jednotkové matice I stejnymi ekvivalentnimi

radkovymi tipravami provedenymi ve stejném poradi.

Diikaz. Jestlize v A provedeme k ekvivalentnich fadkovych tprav (ERU), potom je podle

lemmatu 1.7 vysledna matice rovna:
My, ... MoM; A,

kde M; je matice vznikld z jednotkové i-tou ERU. Oznaéme M = M ... M,M;. Pak
M = M,...MoMI a podle lemmatu 1.7 vidime, e M vznikla z I stejnymi & ERU

provedenymi ve stejném poradi. O]
10 -1 .

Priklad 1.9. V matici A = (2 3 3| provedte ERU: zaménu prvniho a druhého radku,
44 2

pri¢teni prvniho radku k druhému radku, vynéasobeni tretiho fadku ¢islem dva. Oveérte,
ze vyslednd matice je rovna MA, kde M vznikla z jednotkové matice stejnymi fadkovymi

Upravami provedenymi ve stejném poradi.

Reseni:

10 —1 23 3 233 233 010
A=|[23 3[~|[10 —-1[~|3 32~ |33 2|=MA, kdeM=]1

4 4 2 4 4 2 4 4 2 8 8 4 00 2

Véta 1.10 (Uplnd Gaussova eliminace). Necht A € T™", A je reguldrni matice a B € T™™.
Pak A Ize prevést ekvivalentnimi radkovymi tpravami na jednotkovou matici. Pokud

prevedeme rozsitenou matici (A | B) ekvivalentnimi radkovymi tpravami do tvaru (I | X),
potom X = A~'B.

Symbolicky zapsano:
(A|B)~ (1] A7'B).

Diikaz. Po prevedeni A pomoci ERU do horniho stupiiovitého tvaru mé matice na diagonéle
diky regularité pouze nenulova ¢isla. Kdyz poté kazdy tadek vydélime odpovidajicim
¢islem, dostaneme na diagonéle jednicky. A nad ni jiz jednoduse vyrobime nuly — nejprve
v predposlednim radku odectenim odpovidajiciho nasobku posledniho radku, poté ve
tretim radku od konce odectenim vhodného nasobku posledniho a vhodného nasobku
predposledniho fadku atd.

K dikazu druhé ¢4sti véty si staéi uvédomit, ze I vznikla ERU z A a 7e X vznikla z B
stejnymi upravami provedenymi ve stejném potadi. Z véty 1.8 plyne existence matice M
takové, Ze I = MA a X = MB. Z prvni rovnosti dostavdme M = A~! a z druhé rovnosti
pak X = A™!B, coz jsme chtéli dokdzat. O
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1 INVERZNI MATICE A INVERZNI OPERATOR

Slovo ,uplna“ naznacuje, ze na rozdil od Gaussovy eliminace, kdy jsme matici pomoci ERU
prevedli do horniho stupnovitého tvaru a zastavili se, v iplné Gaussové eliminaci z horntho
stupnovitého tvaru pokracujeme a vyrabime nuly nad diagonalou, dokud nedostaneme

jednotkovou matici.

Uplnou Gaussovu eliminaci budeme pouzivat k fesen{ nésledujicich tloh:
(a) Jsou dédny matice A reguldrni a B vhodného rozméru. Najdéte A~'B.
(b) Je déna reguldrni matice A. Urcete A~!. (Klademe B rovno I.)

(c¢) Je déna reguldrni matice A a vektor b vhodného rozméru. Najdéte A‘ll;, tj. Teste
rovnici AZ = b. (Klademe B rovno b.)

(d) Jsou dany matice A regularni a X vhodného rozméru. Spoctéte XA 1.

Zde aplikujeme tuplnou Gaussovu eliminaci na transponované matice:
(AT |XT) ~ (1] (AT)'XT). (1)
Podle sestého bodu véty 1.5 a pravidel pro transponovani soucinu plati:
(AT)IXT = (AHTXT = (XA,
TudiZ transponovanim matice na pravé strané rozsifené matice (1) ziskdme XA 1.

Priklad 1.11. Jsou dany matice
0 1 —1 2 0 5 0 —1
A=([0o 0 1|,B=[0 0f, X= ( ) .
11 1
1 -1 0 1 -1

Spoctéte A~'B a XA~! bez toho, abyste po&itali A=1. Poté A~! vypocitejte a piedchozi
vysledky pomoci nalezené A~! zkontrolujte.

Reseni:
e ATIB:
0 1 —11]2 0 1 -1 01 —1
AlB)=|0o 0o 1/0 of~]0 1 -1|2 o~
1 —1 011 —1 0O 0 110 O
1 -1 01 -1 1 003 —1 3 —1
~l0 10[2 ofl~]010/2 0],teddyA'B=1[2 0
0O 01/0 O 0010 O 0 0
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1.3 Inverzni operator

e XA L
00 1] 21 10 -1 01
(ATIXT)=] 10 1] 01f[~|01 —1]|-1 2|~
-11 0|-11 00 1] 21
10 -1/01 100[22
~ 101 013~01013,tud12XA—1:(§;?>.
00 121 00121
o A1
0 1 —-1{100 1 -1 0[/001
(Al)=fo 0o 1{010|~f0 1 —=1|100]|~
1 -1 0[/001 0 0 1/010
1 -10/001 100[1 11 111
~10 10/110]~]010[110]|,protoA™=]110
0 01/010 001010 010

Sami zkontrolujte vynasobenim s A™!, Ze jsme nalezli A™'B a XA~! spravné.

Ukol 1.12 (Sloupcové analogie tiplné Gaussovy eliminace). Zformulujte a dokazte analo-
gickou vétu, jako je véta 1.8, pro ekvivalentni sloupcové tupravy. Je tedy treba definovat
ekvivalentni sloupcové tpravy a vymyslet, nasobeni jakou matici a z které strany odpovi-
daji. Poté vyslovte pro tiplnou Gaussovu eliminaci ve sloupcovém tvaru vétu analogickou

vété 1.10. Ilustrujte sloupcovou metodu na konkrétnim prikladu.

1.3 Inverzni operator

Jiz vime, ze pokud V je vektorovy prostor nad télesem 7" a A je regularni operator na V/,
pak A7! je také regularni operdtor, tj. invertovani zobrazeni zachovava linearitu. Podle
definice inverzniho zobrazeni také hned vidime, Ze plati AA™' = A7'A = I, kde I znadi
identicky operator.

Podivame se, jakym jinym zptisobem lze zjistit, zda je néjaky operator inverzni k prede-
psanému operatoru. Zejména se zamérime na rozdily mezi vektorovymi prostory konecné

a nekonecné dimenze.

Véta 1.13 (Pravy a levy inverzni operéator). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T
aAeL(V).

1. Pokud existuje B € L(V) tak, ze AB = I, pak A je ,naV
2. Pokud existuje C' € L(V) tak, ze CA = I, pak A je prosty.
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1 INVERZNI MATICE A INVERZNI OPERATOR

3. Pokud existuji B,C € L(V') sphiujici AB = I = C'A, potom A je regularni operdtor
a plati:
A'=B=0C.

Dukaz.

1. Chceme dokazat, ze pro kazdé iy € V existuje ¥ € V tak, ze A¥ = y. Stac¢i polozit
7 = By.

2. Ovéiujeme, ze ker A = {0}. Uvazujeme libovolné # € ker A. Pak (CA)Z = [ =7

a zaroven (CA)Z = C(AZ) = C(0) = 0, proto Z = 0.

3. Pokud existuji B,C € L(V) spliujici AB = I = CA, pak je operdtor A podle
prvniho bodu ,na V* a podle druhého bodu prosty, tudiz A je regularni. Proto

existuje A~! a plati:
Al'=A"1T=A"YAB)= (A'A)B=1B = B,
AP =JA = (CAA =C(AA™ ) =CI =C. O

Operator B z véty 1.13 nazveme pravym inverznim operatorem k A a C' nazveme

levym inverznim operatorem k A.
Poznamka 1.14. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7.

e Je-llidimV < +ooa A€ L(V), potom vime, ze A je regularni operator prave tehdy,
kdyz je prosty nebo ,na V. Jakmile tedy existuje B pravy inverzni operator k A,
pak je A regularni a A~! = B. Analogicky jakmile existuje C' levy inverzni operator
k A, pak je A reguldrni a A~ = C.

e Je-li dimV = +o0, pak z existence pouze levého ¢i pouze pravého inverzniho
operatoru neplyne nutné existence inverzniho operatoru. Naptiklad pro operatory
derivovani a integrovani D, S € L(P) plati DS =1, ale SD # 1I.

Véta 1.13 dava navod k ovéreni, ze operator B je inverzni k linedrnimu operatoru A. Je-li
dim V' < 400, pak staci ovérit, ze AB = I. Je-li dimV = +o0, pak je tfeba zkontrolovat,
7e AB =1 = BA.

Véta 1.15 (Inverzni operator k inverznimu operatoru). Necht V' je vektorovy prostor nad
télesem T a A € L(V). Pokud A je reguldrni operdtor, pak (A=)~ = A,

Diikaz. Jelikoz AA™' =1 = A"'A je Alevy i pravy inverzni operator k A~!, tedy podle
véty 1.13 je A inverzni operator k A~L. O]
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1.3 Inverzni operator

Véta 1.16 (Inverzni operator ke slozeni operatori). Necht V' je vektorovy prostor nad
télesem T. Necht A, B € L(V) a A i B jsou regularni operatory. Pak AB je reguldrni
operdtor a (AB)™!' = B~1A™1.

Diikaz. Podle véty 1.13 stadi ovéfit, ze B~ A~! je pravym i levym inverznfm operdtorem
k AB.
(AB)(B'A™ ) = A(BBHA™' = AA " =1,

(B'A)(AB)=B YA 'A)B=BB ' =1. 0

Véta 1.17 (Inverzni operator a inverzni matice). Necht V,, je vektorovy prostor dimenze

n € N nad télesem T, X je baze V,, a A € L(V,,). Je-li A regularni operator, pak plati:
X(Afl) — (XA)fl'

Diikaz. Podle prvniho bodu véty 1.5 plyne z rovnosti YAY(A™!) = Y(AA™Y) = =1, 7e
(YA)~! = X(AD). [l

Ukol 1.18. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7' a necht X a ) jsou béaze V.
Najdéte vztah matice piechodu od baze X k bazi Y, tj. *I¥, a matice piechodu od baze
X# k bazi Y#, tj. ¥'IY". Pripomenime, ze X# je dudlni baze k X.
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2 Permutace a determinanty

Motivace. Determinanty tizce souvisi s obsahy a objemy. UkéZeme si, Ze pomoci determi-
nantu lze snadno spocitat obsah rovnobéznika a objem rovnobéznosténu. V budoucnu se
setkate s Wronského determinantem, wronskidnem, v némz jako prvky vystupuji funkce
a jejich derivace. Je pouzivan zejména v teorii diferencidlnich rovnic pfi jejich reSeni
metodou variace konstant a pii zjisStovani linearni nezavislosti funkci. Déle se seznamite
s Jacobiho determinantem, jakobidnem, pti vypoctu vicerozmérnych integrali.

Pro motivac¢ni tlohu vyuzijeme souvislost determinantu s feSenim soustav LAR. Uzitim

determinantti lze napiiklad najit rovnici sféry v R3, kterd je uréend ¢tyimi body:

al by c1 d1
az |, b2 ], c2|,|d2].
as b3 c3 ds3

Obecnd rovnice sféry ma tvar A(z? + y* + 22) + Bx + Cy + Dz + E = 0. Zjistujeme tedy,
zda existuji ¢isla A, B,C, D, E € R takova, ze plati:

A(a? +a3+a3) + Ba; + Cay + Daz + E =
A2 +b3+03) + Bby + Cby + Dby + E =
Al +cE+c3) + Ba + Ceg + Des + FE =
Ad3+d3+d3) + Bdy + Cdy + Ddy + E =

o o o o

Ctenaf jisté i bez znalosti determinantt najde rovnici sféry, kterd prochézi body:

G0

K dloze se vratime na konci kapitoly o determinantech a ukazeme si feseni s jejich vyuzitim.

2.1 Permutace

Abychom mohli zavést pojem determinant matice, musime nejprve vysvétlit nékolik pojmu

z teorie permutaci. V celém textu znaci n prirozené ¢islo.

Definice 2.1. Kazdou bijekci (zobrazeni prosté a ,na“) m: i — n nazyvame permutaci

na 1. Mnozinu vSech permutaci na n znacime .S,.

Ukol 2.2. Rozmyslete si, Ze mnozina S, mé n! prvki.

1234
Poznamka 2.3. Permutace zapisujeme tabulkou s dvéma radky n = ( 431 2) )

pripadné jedinym fadkem 7 = (4 3 1 2). Oboji znamena:



2.1 Permutace

V pripadé dvouradkového zapisu nemuseji byt ¢isla v prvnim radku usporadana vzestupné.

214 3
Permutaci 7 mizeme proto také zapsat naptiklad jako m = 349 1) :

1 2 3 4 3241
Priklad 2.4. Necht m; = , Ty = . Najdeéte:
4 312 4 312

2 _ -1
7T © Ty, Ty = T O Ty, 79 O 71, Ty

kde o znaci skladani.

Reseni:

12314 9 12314 12314 1 4 31 2
1 O Ty = , Ty = , Mg O] = y Ty = .
3124 3412 1423 3241

Inverzni permutaci lze tedy ziskat prohozenim tadka v dvourddkovém zapisu.

Definice 2.5. Necht 7 € S,. Pak inverzi v m nazveme kazdou usporadanou dvojici
(i,7) splnujici: 4,5 € n, i < j a w(i) > 7(j). Pocet inverzi v 7 znacime I,. Znaménkem
permutace 7 nazveme &islo sgnm == (—1)=. 4 Jde o permutaci sudou, pokud sgnm = 1,

a lichou, pokud sgnm = —1.
Identickd permutace je suda, protoze pocet inverzi v ni je roven 0. Znacime ji id.

Ukol 2.6. Rozmyslete si, 7e S, pro n > 2 obsahuje vzdy stejny pocet sudych a lichych

permutaci.

1234
4312

Reseni: Podivejme se na viechny usporadané dvojice (i,7), kde i,j € 4 a i < j, a zkontro-

Priklad 2.7. Urcete pocet inverzi v w = ( ) a najdéte sgnr.

lujme, zda 7 (i) > 7(j).

i,j) (r(@),m(5)) w(i) > 7(j)
(1,2)  (4,3) v
(1,3)  (4,1) v
(1,4) (4,2 v
(2,3)  (3,1) v
(2,4) (3,2 v
(3,4) (1,2

Pocet inverzi I, = 5, proto sgnm = (—1)° = —1.

4Setkame se i se znatenim inm pro pocet inverzi v permutaci 7w a zn 7 ¢i dokonce znak 7 pro znaménko

permutace.
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2 PERMUTACE A DETERMINANTY

Definice 2.8. Necht n > 2 a 1,5 € n, ¢« # j. Transpozici ¢isel ¢ a j nazveme permutaci
7;; splnujici:
(k) =k
Tz’j<i> =17
Tij(j) = 1.

proi £k # j,

Pokud zapiSeme 7;; pomoci tabulky (pro ¢ < j), dostaneme:

o ((tei—lid+l =1 41 @
W=\l .. i—1ji+1...5—-17ij+1...n)

Véta 2.9 (Znaménko transpozice). Kazdd transpozice je lichd permutace.

Diikaz Necht n > 2, i,j € i a BUNO ° i < j. Pak snadno nahlédneme s pomoci (2), ze
inverze v permutaci 7;; tvori pary (i, k), kde i < k < j, dale (k,j), kde i < k < j, a par
(4, 7). Inverzi je proto celkem 2(j —i — 1) + 1, coz je liché ¢islo, tudiz sgnm = —1. O

Véta 2.10 (Znaménko slozené permutace). Necht 7, p € S,,. Pak plati:

sgn (m o p) = sgnm sgnp.

Diikaz. Urceme pocet inverzi v mo p v zavislosti na poc¢tu inverzi v m a p. Pro¢,5 € n,i < 7,

vyjmenujme vSechny nerovnosti, které mohou nastat mezi p(i) a p(j) a mezi 7(p(i))

a m(p(j)).

(a) p(i) > p(j) a w(p(i)) > 7w (p(7)),

(b) p(i) > p(j) a m(p(2)) < w(p(4)),

(c) p(i) < p(j) am(p(i)) > m(p(5)),

(d) p(i) < p(4) a m(p(i)) < m(p(j))-

Oznac¢me jako A, B, C pocet usporadanych dvojic (7, ), pro které nastavd moznost (a),
resp. (b), resp. (c). Je jasné, ze I,,, = A+ C a I, = A+ B. Jelikoz p je permutace,
dostaneme vsechny dvojice (k,f), kde k < ¢, pokud uvazujeme dvojice (p(i), p(j)), je-li
p(i) < p(j), a k nim priddme dvojice (p(j), p(7)), je-li p(i) > p(j). Odtud vidime, Ze
inverzim v 7 odpovida druhé a tieti moznost, tudiz I, = B 4+ C. Celkové dostavame vztah
Iiop+ 2B = I, + I,, z kterého plyne, ze sgn (7 o p) = sgnm sgn p. O
Dusledek 2.11. Necht 7 € S,,. Pak sgnm = sgn7 .

Diikaz. Jelikoz mo w1 = id a identita je sudd permutace, plyne z véty 2.10, Ze plati vztah

1

sgnm sgnm ' = 1, tudiz 7 a 7! maji stejné znaménko. O

S5BUNO znamend ,bez Gjmy na obecnosti“. Uziva se v situacich, kdy je diikaz pro ostatni piipady

piimou analogii vybraného pripadu.
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2.2 Determinant matice

2.2 Determinant matice

V celé kapitole uvazujeme vyhradné ¢tvercové matice a T' znaci téleso.

Definice 2.12. Necht A € T™". Pak determinantem matice A nazveme ¢islo

det A = Z sgn Alw(l)Agﬂ(g) .. .Amr(n).

7T€Sn

S¢itance v sumé nazyvame cleny determinantu.

Poznamka 2.13. Suma m4 n! s¢itanctu. (Vime, Ze pravé tolik je permutaci na 7, tedy
prvki mnoziny S,,.) V kazdém ¢lenu se objevuje z kazdého radku a kazdého sloupce matice

pravé jeden prvek.

Priklad 2.14. Odvodte podle definice, jak vypadaji determinanty matic fadu jedna, dva
a tri.
ReSeni:

e Necht A = (All). Na 1 mame jediné identickou permutaci (1) se znaménkem 1,

proto det A = Aq;.

A11 A12

e Necht A = . Na 2 méame dvé permutace id = (1 2) a 75 = (2 1) se

21 Ao
znaménky 1, resp. —1, proto det A = Aj1A5 — AoAy,.

A Ap Agg
o Necht A = [ Ay; Agy Aoz |. Na 3 mame Sest permutaci:
Az Azy Ags

m=(123), m=312), 73=(231), ;,=(132), ;s=321), ¢ =(213).
Prvni t1i jsou sudé a dalsi tii liché. Proto dostavame:

det A = A11A22A33 + AISAQIA?)Q + A12A23A31 - A111%231%32 - A13A22A31 - A12A21A33-

A1 A ... Aip A1 Ap ... Aip

. . A1 Az ... Agp 3 ., Ag1 Az ... Agp
Determinant matice A =1 . . .| také znacime )

Anl AnQ Ann Anl Ang Ann

Poznamka 2.15. K zapamatovani vzorct pro determinanty matic fadu dva a tii muze
poslouZit tzv. Sarrusovo pravidlo, ¢ jak pro matici fadu tii ilustruje obrazek 1. Pro
vypocet determinantu matice fadu dva staci nakreslit jednu Sipku smérem vpravo doli

a druhou smérem vpravo nahoru a aplikovat stejné pravidlo pro znaménka.
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2 PERMUTACE A DETERMINANTY

AQl AQQ A23

Obrazek 1: Determinant matice radu tfi dostaneme sectenim soucini prvkia matice spo-
jenych sipkami vedoucimi vpravo dolti a odec¢tenim soucini prvka spojenych sSipkami

vedoucimi vpravo nahoru.

Pro matice vyssich rada pravidlo pouzit nelze. Ctenar si rozmysli, Ze sepsanim radki
a spojovanim prvku Sipkami uz nevyrobime vsechny ¢leny determinantu (napt. pro fad
¢tyti dostaneme jen osm ruznych soudint, ale ¢lent determinantu je 4! = 24).

Véta 2.16 (Determinant transponované matice). Necht A € T™". Pak det AT = det A.

Diikaz.

det AT = Y cq sgum [AT]11)[AT]or@) . .. [AT],r(n) (definice determinantu)

= Yres, ST Arayi Az Arpyn (definice AT).
Pro libovolnou permutaci m € S, a i € 1 plati, Ze Ay = Ajr-1(5), kde j = m(i). Jelikoz
dale m zobrazuje n na n, dostavame:
Ar )1 Ar@2)2 - Arpn = A1) Aor1(a) - A1y,

pricemz Cinitelé v souc¢inech nejsou nutné ve stejném poradi. Mizeme proto psat:

det AT = Y g sgnm A1) Aor109) . A1)
>res, Sgnm AiyAor(a) .. Apr1ny (sgnm = sgnm 1)

= Zoesn sgno Alo—(l)A2O—(2) .. .Ang(n) ({71'_1 ‘ S Sn} = Sn>
= det A.

Poznamka 2.17. Z predchoziho dikazu si zapamatujme, Ze vzorec

det A = Z sgn Aw(l)lAﬂ@)g .. .Aﬂ(n)n

7T€Sn

muzeme také povazovat za definici determinantu.

6Pierre Frédéric Sarrus [vyslovnost ,sdriis“] (1798-1861), francouzsky matematik
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2.2 Determinant matice

Nyni predstavime tridu matic, pro které je snadné vypocitat determinant.
Definice 2.18. Necht A € T™".

e Matici A nazveme horni trojihelnikovou matici, ” pokud pro kazdé i, j € n, kde

i > j, plati A;; = 0. Slovy: ,,A mé pod diagonalou samé nuly.

e Matici A nazveme dolni trojihelnikovou matici, pokud pro kazdé i, 5 € n, kde

i < g, plati A;; = 0. Slovy: ,A mé nad diagondlou samé nuly.*
Poznamka 2.19. Je lehké si rozmyslet, Ze pro ¢tvercovou matici A plati:
e Je-li A v hornim stupnovitém tvaru, pak je i v hornim trojtihelnikovém tvaru.

e Je-li A v hornim trojihelnikovém tvaru, nemusi nutné byt v hornim stupnovitém
100
tvaru. Napr. A = (0 0 1) je v hornim trojthelnikovém, ale ne stupnovitém tvaru.
001
Véta 2.20 (Determinant trojuhelnikovych matic). Necht A € T™™" a A je horni ¢i dolni

trojihelnikova. Pak det A = Aj1Ag ... A,

Diikaz. Dokézeme tvrzeni pro horni trojuhelnikové matice, pro dolni trojihelnikové je
ditkaz analogicky. Uréime, jak musi vypadat permutace ™ na n, aby ji odpovidajici ¢len

determinantu sgnm Ayr1)Asr(2) . . . Apr(n) nebyl nutné nulovy.

o Zcela jisté m(n) = n. Kdyby totiz m(n) = j < n, pak by se ve ¢lenu determinantu

vyskytoval prvek A, ; nachdzejici se v matici pod diagondlou, tj. A,; = 0.

e Diéle 71(n—1) = n—1. Neni mozné, aby m(n— 1) = n, protoze by 7 nebyla permutace,
a kdyby m(n — 1) = j < n — 1, pak by platilo A,_1); = 0.

e Analogickymi tvahami postupné dostaneme, ze m = id.

Vsem permutacim, které nejsou identické, odpovida tedy v determinantu nulovy ¢len.

Odtud L]li plyne det A = AHAQQ e Ann ]

Determinanty matic fada vyssich nez t¥i se nau¢ime pomoci nasledujici véty pocitat tak,
ze matice pomoci fadkovych a sloupcovych tprav prevedeme do trojihelnikového tvaru,
aniz by se determinant zménil. Poté vyuzijeme pravé dokazaného faktu, ze determinant

trojuhelnikové matice je soucin prvki na diagonéle.
Véta 2.21 (Radkové a sloupcové tipravy determinantt). Necht A € T™". Pak plati:

1. Vznikne-li B vyndsobenim nékterého radku (sloupce) matice A cislem « € T, pak
detB = adet A.

"V literatufe se objevuje i termin prava a leva trojihelnikovd matice misto horni a dolni trojihelnikova.
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2 PERMUTACE A DETERMINANTY

2. Je-li néktery radek (sloupec) A nulovy, je také det A nulovy.
3. Vznikne-li B z A prohozenim dvou radku (sloupcii), potom det B = — det A.
4. M&-li A dva radky (sloupce) stejné, je det A nulovy.

5. Oznacme A = ((71 d’i_l ﬁai+1 671) alB = (61 c_ii_l §6i+1 6,1) Pak
det A+ detB =det(d; ... di—1 (P+ Q) dis1 ... dn). Pro fadky plati analogie.

6. Pricteme-li k jednomu radku (sloupci) matice A libovolny nasobek jiného radku

(sloupce), determinant se nezméni.

Diikaz. U kazdého tvrzeni dokédzeme jen fadkovou variantu. Sloupcova varianta pak plyne

z véty 2.16, tedy z faktu, ze determinant matice a matice k ni transponované jsou stejné.

1. Necht B vznikne z A vynasobenim -tého radku ¢islem « € T', pak plati:
detB = ZwGSn sgn Elﬂ(l) .. -Bm(i) - .Bnﬂ(n)
= ZTI’GSn sgn Alﬂ-(l) . (OzAiﬂ-(i)) .. .Anﬂ-(n)
= « Zﬂesn sgn Alﬂ'(l) Ce A’Lﬂ(l) Ce Anﬂ(n)
= adet A.

2. M&-li A i-ty fadek nulovy, pak pro kazdou permutaci 7 na 7 je prvek A ;) = 0,

proto kazdy c¢len determinantu A je nulovy.

3. Necht B vznikne z A zaménou i-tého a j-tého radku, potom plati:
detB = > cg,senm Bir) .. Bizg) - - - Bjrg) - - Bram)
= Y ores, 580 Ay ey - Air(y - A
= Yres, —S80(T 0 Tij) Ai(ror,)(1) - - - Aimoriy)(0) - - - Ajtror) () - - - Anroriy)(m)
= =2 5es, 5800 Aoy Ay - Ajoi) - Apon)
= —detA.

V predposledni rovnosti jsme vyuzili toho, ze {m o 7;;|m € S, } = S,,.

4. Ma-li A stejny i-ty a j-ty radek, pak matice ziskand zaménou i-tého a j-tého radku,
je opét matice A. Podle predchoziho bodu plati, ze det A = — det A, proto det A = 0.

5. Oznac¢me p 7 = (p; p2 ... pn) i-ty Fddek A, §7 = (q1 @2 ... qn) i-ty Tadek B, kde
A a B maji ostatni radky stejné. Jako X ozna¢me matici, kterd ma v i-tém radku
(P + Q)T a viechny ostatni fadky m4 stejné jako A. Pak plati:

det X = > cq sgnm Xiray .. Xizg) - - - Xpa(n)
= Y .res, SN 7TA17r(1) e (pw(i) + qﬂ(i)) .. .Amr(n)
= Y ones, SENTA L) - Prii) - - - Aprn) T 2res, SENTAIR(1) - Gr(i) - - - An(n)
= det A 4 det B.

6. Tvrzeni plyne z patého, prvniho a ¢tvrtého bodu. O
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2.2 Determinant matice

Disledek 2.22. Necht A € T™™ a a € T'. Potom det(aA) = o™ det A.

Diikaz. Matice aA vznikla z A vynasobenim kazdého fadku ¢islem «, tvrzeni proto plyne
z prvniho bodu véty 2.21. O]

Priklad 2.23. Pomoci fadkovych tprav spocitejte determinant matice A, je-li

1 0-1 0 3
0 1 2 -2 1
A=|1 -1 1 -1 1
30 1 0 2
2 0 0 0 -2
ReSent:
1 0-1 0 3 10-1 0 3 10-1 0 3
0 1 2 -2 1 01 2 —2 1 01 2 -2 1
detA @ o -1 2 -1 2 Yoo 43-1]Y oo 2 o0 -3
0 0 4 0 -7 00 4 0 —7 00 4 0 —7
0 0 2 0 -8 00 2 0 -8 00 4 -3 —1
10 -1 0 3 10-1 0 3
01 2 -2 1 01 2 -2 1
D o 2 08 %o 2 o0 -g8 ¥ 5
00 0 0 9 00 0 -3 15
00 0 -3 15 00 0 0 9

Vyuzili jsme nasledujicich uprav:
(a) Odecteni vhodnych nasobku prvniho fadku od ostatnich fadki. Determinant se neméni.
(b) Pric¢teni druhého fadku ke tfetimu. Determinant se neméni.

(c¢) Zaména tretiho a patého fadku. Méni se znaménko determinantu. Aby se nezménil

vysledek, je determinant vynasoben ¢islem —1.
(d) Odecteni dvojndsobku tretiho fddku od ¢tvrtého a patého. Determinant se neméni.

(e) Zaména ¢tvrtého a patého rfadku. Méni se znaménko determinantu. Aby se nezménil

vysledek, je determinant vynasoben ¢islem —1.

(f) Determinant horni trojihelnikové matice je roven soucinu diagonalnich prvki.
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2 PERMUTACE A DETERMINANTY

Zavedeme pojem n-linearni antisymetricka forma a ukazeme, ze determinant je prikladem

takové formy.

Definice 2.24. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7T'. Pak zobrazeni
w:V x...xV — T nazveme:
—_——

n-krat
e n-linearni formou na V', pokud pro kazdé ¢, 2, ¥1,..., %, € Vaa €T a pro kazdé
1 € n plati:
w(fl, e ,fi_l, OZ?j‘i‘ Z, fi+1, e 7[?”) = O[U)(fl, . ,@—17?7, fi—l—l; R ,fn>
—I—w(:i’l, ce ,fi_l, 5, fﬂ_l, PN ;fn);
e antisymetrickou formou na V', pokud pro kazdé 7y,...,7, € V a pro kazdé

i,j €n,i# ], plati:

w(ml,...,xi,...,fj,...,xn) :—w($1,...,fj,...,fi,...,fn>.

Disledek 2.25. Vnimame-li determinant jako funkci sloupciti matice, tj. jako zobrazeni
det: T" x ... xT" — T, pak je determinant n-linearni antisymetrickou formou na T".
I —
Diikaz. Antisymetrie je disledkem tfetiho a n-linearita patého a prvniho bodu véty 2.21.
O

2.3 Determinant souc¢inu matic

Nyni vyslovime sérii tvrzeni, kterda ndm pomohou dokazat dalsi dilezitou vlastnost de-
terminantl — determinant soucinu matic je roven souc¢inu determinantii jednotlivych

madtic.

Lemma 2.26. Necht A € T™". Predpokladejme, ze M vznikla z jednotkové matice I,
néjakou ekvivalentni fadkovou tpravou. Pak plati, ze det(MA) = det M det A.

Diikaz. Oznacme B = MA. Podle lemmatu 1.7 vznikla B z A stejnou radkovou tpravou
jako M z I,. S vyuzitim véty 2.21 vidime, Ze pii provedeni jednotlivych ERU mame

nasledujici vztahy mezi determinanty:

1. Vznikla-li M z I,, vyndasobenim rddku nenulovym c¢islem «, pak detB = adet A
adetM = adetl,, = .

2. Vznikla-li Ml z I,, zdménou dvou radku, pak detB = —det A a det Ml = —detI,, = —1.

3. Vznikla-li M z [, pfi¢tenim nasobku jiného radku k vybranému radku, pak det B =
det A a det M = detI,, = 1.

Ve vsech trech pripadech tudiz plati, ze det B = det M det A. O
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2.3 Determinant souéinu matic

Véta 2.27 (Ekvivalentni fadkové tpravy a determinant matice). Necht A € T™". Predpo-

kladejme, ze M vznikla z jednotkové matice I,, konecnym poctem ekvivalentnich radkovych
tprav. Pak det(MA) = det M det A.

Diikaz. Necht M je matice, kterd vznikla z I,, provedenim i-té ERU. Pak podle lemmatu 1.7
plati Ml = MM, ... MoM;I,,. Opakovanou aplikaci lemmatu 2.26 dostaneme:

det Ml = det M, det Ml;,_; ... det My det M[; det II,, = det M, det Ml,_; . . . det M, det M.

Zaroven MIA = M;Ml,_; ... MoM; A, proto opét opakovanou aplikaci lemmatu 2.26 dosta-
neme det(MA) = det M, det M,_; ... det My det M[; det A. Tim je dokdzano, ze det(MA) =
det M det A. N

Poznamka 2.28. 7 dikazu predchozi véty plyne, ze determinant matice, kterd vznikne z 1
konetnym poctem ERU, je nenulovy. Je totiz soud¢inem determinanti matic, které vznikly
jednou fadkovou tipravou z I. Tyto determinanty jsou rovny —1 (zdména fadka), 1 (pric¢teni

nasobku jednoho radku k jinému) nebo « (vynasobeni fadku nenulovym ¢islem «).

Véta 2.29 (Reguldrni matice a determinant). Necht A € T™". Potom A je regularni,
prave kdyz det A # 0.

Diikaz.
e (=): Necht A je regularni, pak A lze prevést ERU na I, tj. existuje matice M

vzniklad z I fadkovymi tpravami takova, ze MIA = 1. Podle véty 2.27 plati, ze
det M det A = det = 1. Odtud je jasné, ze det A # 0.

e («<): Matici A lze pfevést ERU na matici A v hornfm stuptiovitém tvaru. Existuje
tedy M vznikld z I fadkovymi dpravami takovd, ze A = MA. Podle véty 2.27
a poznamky 2.28 plati, 7e det A = det Mdet A # 0. Ctvercové matice v hornim
stupnovitém tvaru s nenulovym determinantem ma na diagonale pouze nenulova
&sla. Tudfz A md samé hlavni sloupce a hodnost rovnou n. Odtud uz plyne, ze
h(A) = n, tudiz A je regularni. O

Véta 2.30 (Determinant souc¢inu matic). Jsou-li A, B € T™" pak plati:
det(AB) = det A det B.
Diikaz. Rozdélime dikaz na dva pripady.

(a) Je-li A singuldrni, potom AB je také singularni. Z véty 2.29 plyne, ze det A = 0
a det(AB) = 0. Tvrzeni tedy plati.

(b) Je-li A reguldrni, pak A~ je také regularni, a lze ji tedy prevést ERU na I, tj. existuje
matice M vznikld fddkovymi tpravami z I takova, ze I = MA™!. Odtud vidime, Ze
A =M a podle véty 2.27 plati, ze det(AB) = det A det B. ]
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2 PERMUTACE A DETERMINANTY

Véta 2.31 (Determinant inverzni matice). Necht A je regularni matice, pak plati:

B 1
det A

det(A™1)

Diikaz. Jelikoz AA™! = T, dostavame podle véty 2.30 o determinantu soucinu matic

rovnost:

det Adet(A™) = detT = 1. O

Priklad 2.32. Spodcitejte det(A™1), je-li

1 -1 0
A=10 2 0
0 1 -1

ReSeni: Z véty 2.31 vime, 7e stadi najit prevracenou hodnotu k det A.

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 O
detA=10 2 0=20 1 0/=2/0 1 0/=-2
0 1 -1 0 1 -1 0 0 -1

Vysledek je tudiz det(A™1) = —%. Najdéte také A~! tiplnou Gaussovou eliminaci a ovéite,

ze opravdu det A™! = —2.

Ukol 2.33 (Geometricky viznam determinantu). ** Ovéite nasledujici vztahy pro obsahy

a objemy. Nepouzivejte skaldrni ani vektorovy sou¢in. Hvézdicky patii k casti (b).

b c
(a) Necht je dan trojihelnik v R? uréeny vrcholy (al) , bl) a ( 1) . Pak pro jeho obsah
) 2 Co
plati:
) 1 1 1
525 det ay bl &1
a9 b2 Cy
aq b1 C1
(b) Necht je ddn rovnobéznostén urceny vrcholy @ = | ay b= byl ac=|c |, tj
as bs C3

uvazujeme mnozinu {ad + b+~ | a, 8,7 € (0,1)}. Tlustrace je na obrazku 2. Potom
pro jeho objem plati:
ar by o
V =|det [as by co

as bs c3
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2.4 Rozvoj determinantu

Ay

Q

a

Obréazek 2: Rovnobéznostén.

2.4 Rozvoj determinantu

Metoda rozvoje podle fadku & sloupce, také znamd jako Laplaceova formule, ® se bude
hodit pro vypocet determinantu matice, kterd obsahuje hodné nulovych prvka. Dale ji
vyuzijeme k hledani inverzni matice a feseni soustavy LAR pomoci Cramerova pravidla.

Nejprve ale potfebujeme znat pojem algebraického doplnku.

Definice 2.34. Necht A € T™", kde n > 1. Ozna¢me A7) matici, kterd vznikne z A

vyskrtnutim i-tého radku a j-tého sloupce. Pak ¢islo

nazveme algebraickym dopliikem prvku A,;. °

1 -1 0
Priklad 2.35. Najdéte algebraické doplnky vsech prvkit matice A= |0 2 0
0 1 -1
Reseni:
AR VRS A R _(_1\1+2]9 O _ _ 1+3 0 2| _
Dy = (—1) L 2, D= (-1) 0 1l = 0, Diz=(-1) 01l = 0,

_ (_1\241 |7t 0 _ (1242t O _ _ _(_1\2+3 |1 Y
Dy = (—1) L 1, Dy = (-1) o 1l = 1, Doz =(-1) 0 1= 1,
—(_1)3+1 |7 O —(_1)y3+2 |t O] _ — (_1)3+3 |t 1 =
D3 = (—1) - 0, D3y = (—1) 0ol = 0, D33 = (—1) 0 o = 2.

Véta 2.36 (Rozvoj determinantu podle fadku ¢ sloupce). Necht A € T™", n > 1. Pak
plati pro kazdé i € n:

det A =Y A;;Dy;  (rozvoj podle i-tého radku),

=1

8Pierre-Simon de Laplace [vyslovnost ,d laplas“] (1749-1827), francouzsky matematik, fyzik, astronom
a politik
9 Algebraickému doplitku se nékdy Fika kofaktor.
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2 PERMUTACE A DETERMINANTY

respektive pro kazdé j € n:
det A =Y A;D;; (rozvoj podle j-tého sloupce).
i=1

K ditkazu vyuzijeme pomocné lemma.

Lemma 2.37. Necht A € T™", n > 1. Necht ma A v i-tém radku samé nulové prvky
kromé Ay, tj. Ay = 0 pro kazdé ¢ € n, { # k. Pak plati det A = Ay, Djy.

Diikaz. Rozdélime dikaz na dva pripady.

(a) Pro i = k = n plyne z definice det A = Y, g sgnmA1-(1)Asr(2) . .. Apr(ny), Ze Cleny

odpovidajici permutacim 7, pro které m(n) # n, jsou nulové. Navic plati, Ze permutace

(1 ... n—=-1 n €S (1 ... n-1 cs
T=\x(1) ... 7(n—=1) n n @ 0= owln—1) n-1
maji stejné znaménko. Odtud dostdvame:

detA= > sgnohi,1)Aas@) - Ap1)om-1)Ann = Apy det A = A, D,

oESH_1

(b) Pro (i, k) # (n,n) provedeme postupné zaménu i. a (i+1). fadku, poté (i+1). a (i+2).
radku, ..., az po zdménu (n — 1). a n. fadku. Tak dopravime -ty fadek na posledni
misto. Celkem tedy provedeme n — ¢ zdmén. Podobnym zptsobem udélame z k-tého
sloupce posledni. Vyrobime tak matici, ktera splnuje podminku z prvniho bodu dikazu.

Podle pravidel o zaménach radka a sloupcii dostaneme:

det A = (—1)" 7 (=1)" %Ay, det AGH) = (—1)F A, det AR = Ay Dy O

Diikaz vety 2.36. Dokazeme tvrzeni o rozvoji podle i-tého radku. Tvrzeni o rozvoji podle
j-tého sloupce se dokdZe analogicky. Oznac¢me ‘A7 matici, kterd se shoduje s matici A,
pouze v i-tém fadku ma kromé prvku A;; samé nuly. Pro takovou matici vime podle
lemmatu 2.37, ze det(*A7) = A;; D;;. Diky patému bodu véty 2.21 (verze pro fadky) plati,
ze det A =377, det(*A7) = i1 Ay Dy O

Priklad 2.38. Spoctéte determinant matice A rozvojem podle radku ¢i sloupct.

501 —-10
311 -11
A= 211 -10
-3 11-11
510 -10
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2.4 Rozvoj determinantu

Reseni: Zac¢neme rozvojem podle prvniho radku.

11 -11 31 -11 3111
11-10 21 -10 2110
det A = 5(—1)'"*! +1(—1)1+3 + (=1)(—1)t*+ :
11 -11 -3 1 -11 -3 111
10-10 51 —-10 5100

Prvni dva determinanty jsou nulové, protoze ptislusné matice maji LZ sloupce. Dopocteme

determinant rozvojem podle posledniho sloupce.

3111
5110 211 311
det A = - 1:1(—1)1+4—31 {+1(=1)*"12 1 1|=5+1=6
510 510
5100

K vypoctu inverzni matice pomoci algebraickych doplnkt je treba zavést pojem adjungo-

vani matice. 1°

Definice 2.39. Necht A € T™" n > 1. Adjungovanou matici k A nazveme matici
A spliujici pro kazdé i, j € n:

[A*V];; == Dy,.
Véta 2.40 (Inverzni a adjungovand matice). Necht A € T™" n > 1.
1. Plati rovnost (det A)T = A*JA.
. z ’ 7~ -1 1 ad]j
2. Pokud A je reguldrni, pak plati, ze A™" = A,
Diikaz.

1. Necht 7,7 € n. Pak plati:

[A* AL = > DriB;.
k=1

e Pro i = j aplikujeme vétu 2.36 a mame:

[A*A); = zn: Dy = det A.
k=1
e Pro i # j uvazujme matici B, kterd vznikne z A nahrazenim i-tého sloupce
j-tym. Determinant matice B je nulovy (ma dva stejné sloupce), a pocitame-li
det B rozvojem podle i-tého sloupce, dostaneme detB = >}, Dy;A;. Proto
[A*A] = 0. O

10 Adjungovand matice se také oznacuje terminem reciproka. Bohuzel v nazvoslovi nepanuje jednotnost,
a tak se setkdme i s pouzitim slova adjungovand pro matici hermitovsky sdruzenou. Nékdy se pro
adjungovanou matici pouzivd symbol adj(A), A nebo dokonce A (coZ my ovSem mame vyhrazeno pro

matici komplexné sdruzenou).
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2 PERMUTACE A DETERMINANTY

2. Druhé tvrzeni dostaneme vynasobenim obou stran rovnosti z prvniho bodu matici

A~ zprava a vydélenim determinantem.

Poznamka 2.41. Vzorec pro vypocet A~! pomoci A* m4 oproti iplné Gaussové eliminaci

tu vyhodu, ze je mozné vypocitat konkrétn{ prvek [A™1];; = ﬁDﬁ, aniz bychom pocitali

celou A~!. Nevyhodou je pomalost, ndrocnost vypoctu determinantii.

Piiklad 2.42. Spoctéte det(A*Y), znate-li det A.
Reseni:

e Je-li A = Q, pak je jisté A*Y = Q. Proto det(A2¥) = 0.

e Je-li A nenulovd singuldrni matice, potom vidime ze vztahu (det A)T = A*JA| Ze
A2 je také singuldrni. Kdyby byla reguldrni, pak by h(A*JA) = h(A) a zéroven
A*JA = 0. Odtud by ovsem plynulo, Ze A = Q, coZ je spor s predpokladem. Celkové

dostavame, Ze det(A*) = 0.

e Je-li A reguldrni matice, potom ziskdme ze vztahu (det A)I A*IA rovnost

(det A)™ = det(A*Y) det A. Odtud plyne, ze det(A*d) = (det A)"~L.

1 -1 0
Piiklad 2.43. Najdéte A~! pomoci matice adjungované k A proA= [0 2 0
0 1 —1

Reseni: Algebraické dopliiky prvki A uz jsme nasli v piikladu 2.35. Také mame spocteno,
ze det A = —2. Odtud plyne:

1 -2 —-10
A_1:—§ 0—10
0 —1 2

Véta 2.44 (Cramerovo pravidlo). Necht A € T™", kde n > 1, a b € T™. Pokud A je

regularni matice, potom pro kazdé j € n je j-ta slozka reseni soustavy AZ = b rovna:

det BY)
T; = —
J det A’

kde BY) je matice, kterd vznikne nahrazenim j-tého sloupce matice A vektorem b.
Diikaz. 7 posledniho bodu véty 1.5 vime, ze feSeni splnuje ¥ = A~1p. Vyuzijeme vzorec pro

vypocet inverzni matice pomoci adjungované z véty 2.40 a vypocitame z;. Pfipometime,

ze Aj, znaci j-ty rddek matice A.

o B 1 & det BY)
= A_l .b - Aad‘] : b = b D . =
7= 1A, detA,;[ ljb detAkz::l PR T et A
pii¢em? v posledni rovnosti jsme vyuzili rozvoje det BY) podle j-tého sloupce. O]
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2.5 Hodnost a subdeterminant

Poznamka 2.45. Vyhodou Cramerova pravidla ! oproti Gaussové eliminaci je moznost
vypocist konkrétni slozku feseni, aniz bychom pocitali ostatni slozky. Nevyhodou je opét

naroc¢nost vypoctu determinanti.

Priklad 2.46. Najdéte pomoci Cramerova pravidla feseni soustavy s matici A a vektorem

pravé strany b.

1 -1 0 1
A=]0 2 0| a b=]1
0 1 —1 1
ReSeni: Uz vime, Ze det A = —2.
1 -1 0 11 0 1 -11
—11 2 0—3 101 O—1 —10 2 1=
T = 2 _27 Tg = _27 T3 = -
11 -1 01 -1 0 11
3
Resenim soustavy je tudiz & = % 1
—1

Ukol 2.47. ** Vypocitejte Vandermondiv determinant 2

2 n—1
1 ap a7 ... of X
1 ag a3 ... oy
. . . Y
1 a, a® ... a!
kde ay, s, ..., a, € C. Poté pouzijte Cramerovo pravidlo a Vandermonduv determinant

k urceni vztahu, které museji splnovat parametry a, b, c € C, aby nasledujici soustava LAR

méla pravé jedno feseni. Toto TeSeni naleznéte.

T + ay + d’z = a®

r + by + bz = b
r + cy + Az = A

2.5 Hodnost a subdeterminant

V této c¢asti si ukazeme souvislost hodnosti a determinantu matice. V historii byla hodnost
definovana nejprve pomoci determinantii, az pozdéji vznikla ,nase“ soucasna definice.
Pozor! Pfipoustime nyni i obdélnikové matice (na rozdil od predchazejiciho textu této

kapitoly).

HGabriel Cramer (1704-1752), $vycarsky matematik
12 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796), francouzsky matematik, chemik a hudebnik

37



2 PERMUTACE A DETERMINANTY

Definice 2.48. Necht A € T™". Necht ¢isla iy,is,...,17 € M a J1,J2,-..,J¢ € N splnuji:

1<y <ie<...<,<m a 1< <jpa<...<5<n.

Jis J2, - Je
radkovy index z {iq,1s,...,ix} a zdroven sloupcovy index z {ji, j2, . . ., je}, nazveme sub-

Pak matici A (il’ 2 zk) , jez vznikla z A zachovdnim pouze téch prvki, které maji

matici matice A. ¥ Je-li submatice ¢tvercova fadu k, pak jeji determinant nazveme

subdeterminantem (minorem) ridu k& matice A.

1 2 3 4
5 7 8
Priklad 2.49. Necht A= |5 6 7 8 .PakA<2’3>: .
La1) " g 11 12
9 10 11 12

Véta 2.50 (Hodnost a subdeterminant). Necht A € T™". Pak h(A) = k, pravé kdyz
existuje nenulovy subdeterminant matice A radu k a zaroven je kazdy subdeterminant

vyssiho radu nulovy.
Diikaz.

e (=): Nejprve dokdzeme existenci nenulového subdeterminantu radu k.

Jelikoz h(A) = k, existuji vzédjemné riuzné sloupcové indexy ji, jo, . . . , jx takové, ze
h(A) =h (A (,1’ 2 o )) 7 rovnosti hodnosti matice a matice k ni transponované
J1s 325 -5 Jk

vime, ze plati:

T
(o) ()
J1s 32y - Jk J1s J25 -5 Jk
Protoze je jedno, zda nejprve skrtame sloupce a pak transponujeme, nebo nejprve

transponujeme a pak skrtame prislusné radky, plati také:
1,2 T i1, J j

(A ( ) .7 eeey m >> — AT (]17 J25 oo ]k) )
J1s J25 -5 Jk 1, 2, ..., m

15 J25 o Tk s . .y . . . — L
Hodnost AT (j / ]k) je rovna k, existuji tedy indexy i1, 9, ..., 7, € m takové, ze
1,2, ..., m

k=h (AT (j“ 720 “)) Opét ze zachovani hodnosti p¥i transpozici dostdvame k =

11, 12, woy Tk

h <A (il’ 2 Zk)) Tudiz submatice A (il’ 2 Zk) je regularni a podle véty 2.29

Jis 325 - Jk J1s J25 - Jk

je jeji determinant hledanym nenulovym subdeterminantem radu k.

BPouziva se i éeskému uchu lépe znéjici pojem podmatice.
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2.6 Determinant operatoru

Nyni ovérime nulovost subdeterminantii vyssich radia.

Je-li ¢ > k, pak lze pro libovolné radkové indexy 11,19, ...,7 a sloupcové indexy
J1s 2 - - -, je podobnymi argumenty jako v predchozim bodé (definice hodnosti a za-

chovani hodnosti pri transpozici) ovérit, ze plati:

n(a () < ha) =k
J1, 325 - Je
Libovolna submatice fadu vyssiho nez k je tudiz singularni, a proto ma nulovy

determinant.

e (<): Necht det(A <i1’ 2 ““)) # 0, pak dostévame:

J1y 925 -5 Jk

b=h(a () < hea)

Ji, 925 - Jk

Zaroven h(A) < k + 1. Kdyby totiz platilo h(A) > k + 1, pak by podle jiz doka-
zané implikace existoval nenulovy subdeterminant radu vétsiho nez k, coz je spor

s predpokladem. O

2.6 Determinant operatoru

Definice 2.51. Nechf V,, je vektorovy prostor dimenze n € N nad télesem T'. Necht X je
libovolna baze V,, a A € L(V,,). Pak determinant operatoru A zna¢ime det A a klademe
jej roven det A := det(*A).

Poznamka 2.52. Je tfeba ovérit korektnost definice, tedy nezavislost na volbé baze. Je-li
Y také baze V,,, pak *A = (YIY)(YA)(*IY). Podle véty o matici slozeného zobrazeni vime,
7e matice YI* a *IY jsou k sobé inverzni (plati totiz YI**[Y = *T =T). Proto dostdvdme
uzitim vety 2.31:

det(Y 1Y) det(* 1Y) = 1.

Nakonec podle véty 2.30 mame:
det(YA) = det ((CTY)(YA)(*1”)) = det(TY) det(YA) det(TV) = det(YA).
Ukol 2.53. Pro operatory plati podobn4 tvrzeni jako pro matice. Dokazte je.
1. Necht A € L(V,,). Potom A je regularni, praveé kdyz det A # 0.

2. Necht A, B € L(V,,). Pak det(AB) = det Adet B.

3. Necht A € L(V,,) a A je reguldrni. Potom det A™" = .
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2 PERMUTACE A DETERMINANTY

Ukol 2.54. * Definujme operator, ktery je analogif adjungované matice. Necht A € L(V,)
a X je baze V,. Potom A*¥ € L(V,) je definovdn pomoci své matice v bazi X jako
A4 = (¥A)ad. Overte korektnost takové definice, tedy nezavislost na volbé baze,

a zkoumejte vlastnosti operatoru A*4.

Vratme se na zavér kapitoly k motivaénimu textu. Hledali jsme rovnici sféry prochéa-

al bl C1 dl
zejici body: |az |, |b2], 2|, |d2]|. Jinak TeCeno: Zjistovali jsme, zda existuji ¢isla
as b3 c3 ds3

A,B,C, D, FE € R spliujict:

A(a?+a3+a3) + Ba; + Cay + Daz + E =
A +03+03) + Bby + Cby + Dby + E =
A@+dE+c) + By + Cey + Deg + E =
A @ +d3+d3) + Bdy + Cdy + Ddy + E =

o o o o

ResSeni: Spolu s rovnicf sféry A(z? +y? + 22) + Bz + Cy + Dz + E = 0 obdrzime soustavu
péti rovnic pro pét neznamych. Vime, ze ¢tvercova homogenni soustava LAR ma netrivialni

feseni pravé tehdy, kdyz ma jeji matice nulovy determinant. Musi tedy platit:

(P> +y*+2%) =z y 21
(a?+a3+a2) a ay az 1
(BT +03+0b3) by by by 1]=0
(A+A+c) o c g1
(@B+d3+d3) dy dy dy 1

-1 0 1 1
Sféra prochazejici body ( 2) , ( 1) , ( 0) , (—1) se tudiz ziska upravou determinantu:
0 -2 -1 2

(2 +y2+2%) z y =z 1
5 -1 2 01
5 0 1 -21(=0
2 1 0 -11
6 1 -1 21

Rovnice sféry ma tvar:

P+ + 2+ 9+ Ty+2—-10=0.
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3 Spektralni teorie

Pod oznacenim ,spektralni teorie“ budeme rozumeét vlastni ¢isla neboli spektrum, vlastni
vektory a diagonalizovatelnost matic a operatori. Méli bychom spise fikat ,ivod do
spektralni teorie“, protoze spektrum operatorti ve vektorovych prostorech nekonecné
dimenze je definovano obecnéji. Vlastni ¢isla tvori jen ¢ast spektra, 1ika se ji bodové (téz
diskrétni) spektrum. Ale spektrum muze mit i ¢ast spojitou a rezidudlni, jak se dozvite ve

funkcionalni analyze.

Motivace. Spektralni teorie ma velmi sirokou skalu uplatnéni. Pro ilustraci uvedeme jen
nékolik oblasti, ale sami uvidite v budoucnu, ze se s vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory
matic a operatorti budete setkavat na kazdém kroku. V matematice vyuzijete spektralni
teorii pri vysetfovani charakteru kvadratickych forem, pti feseni obycejnych linearnich
diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty, v itera¢nich metodéach, v teorii graft
atd. V kvantové mechanice popisuji vlastni vektory Schrodingerova operatoru stacionarni
stavy elektronti v atomech. Vlastni ¢islo pak odpovida vlastni energii. U oscilatort je velmi
dulezita vlastni frekvence kmiti, kterd souvisi s rezonanci (napt. pii konstrukei mosti
je tfeba umét pocitat vlastni ¢isla). Spektralni teorie se ddle aplikuje v analyze vibraci,

zpracovani obrazu, ale tfeba i pri urcovani rychlosti siteni epidemii.

Nejprve se budeme vénovat spektralni teorii matic, ktera je trochu jednodussi nez spektralni
teorie operatort, jelikoz nevyzaduje hlidani télesa. Matice totiz automaticky povazujeme

za prvky prostoru C™".

3.1 Vlastni cisla a vlastni vektory matic

Definice 3.1. Necht je ddna matice A € C™". Cislo A € C nazveme vlastnim &islem
matice A, pokud existuje vektor # € C", & # 0, takovy, ze AZ = \Z. Vektor & nazveme
vlastnim vektorem matice A prislusnym vlastnimu ¢islu A. Mnozinu vlastnich c¢isel
matice A nazveme spektrem matice A a znac¢ime o(A). Vlastnim podprostorem
matice A prislusnym vlastnimu ¢éislu A rozumime Py := {& € C" | A¥ = AT}, tj. Py je

mnozina vlastnich vektortt A piislusnych \ s pfidanim nulového vektoru. '

Poznamka 3.2. Matice s redlnymi prvky nemusi mit redlna vlastni ¢isla. Napiiklad

0 -1 . AN . i .
A= (1 0) ma vlastni ¢islo i s vlastnim vektorem <1>, protoze

() =00 =0)=10)

14V angli¢tiné se pouzivaji nazvy eigenvalue, eigenvector a eigenspace [vyslovnost ,ajgn-“] poporadé

pro vlastni ¢islo, vlastni vektor a vlastni podprostor. OvSsem nazvoslovi ovlivnil némecky matematik David
Hilbert (1862-1943).
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3 SPEKTRALNI TEORIE

Véta 3.3 (LK vlastnich vektori). Necht A € C*™ a A € o(A). Pak P, CC C". Navic
{AT | ¥ € P\} C P,.

Ditkaz. Py = {Z € C" | (A — \X)Z = 0}, tj. P\ je mnozinou fesSeni homogenni soustavy
s matici A — All, proto z Frobeniovy véty plyne, ze Py CC C". Jelikoz AZ = A\¥ € P, pro
kazdé T € Py, plati i druhé tvrzeni. n

Definice 3.4. Necht A € C™" a A € o(A). Potom geometrickou nasobnosti vlastniho
¢isla A nazveme v,(\) == dim P.

Slovy: ,,Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla A je pocet LN vlastnich vektortt A prislus-
nych \.“

Hledat vlastni vektory A prislusné vlastnimu ¢islu A znamena tesit homogenni soustavu
s matici A — AIl. Jesté je treba veédét, jak efektivné hledat vlastni ¢isla. K tomu potrebujeme

definovat charakteristicky polynom matice A.

Definice 3.5. Necht A € C™". Zobrazeni ps: C — C definované pro kazdé t € C jako

pa(t) = det(A — tI) nazyvame charakteristickym polynomem matice A.

Véta 3.6 (Vlastnosti charakteristického polynomu). Necht py je charakteristicky polynom
matice A € C™". Potom plati:

1. pa je polynom.
2. Stuperi py je n a koeficient u ¢lenu nejvyssiho stupné t" v py(t) je (—1)".
3. Konstantni ¢len polynomu py je roven det A.

Diikaz.

1. Podle definice obsahuje kazdy ¢len determinantu py () soucin n prvka matice A — ¢I
opatfeny znaménkem odpovidajici permutace. Kazdy clen je tedy sam o sobé poly-
nomem v proménné t. Cleny determinantu se pak s¢itaji, tedy vysledny determinant

pa(t) je opét polynomem v proménné ¢.

2. Nejvyssi mocnina ¢ se vyskytuje ve ¢lenu determinantu pa () = det(A — tI) odpo-
vidajicim identické permutaci, tedy ve ¢lenu (Ay; — t)(Ag — t) ... (A, —t). Jde

o mocninu " a objevuje se s koeficientem (—1)". Proto ma p, stupen n.

3. Oznacme py(t) = (—1)"t" + B, 1t" 1 + ... + Bit + Po. Pak pa(0) = By. Zdroven
podle definice charakteristického polynomu mame p, (0) = det(A — 0I) = det A. Tedy

konstantni ¢len [y je roven det A. n
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3.1 Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

Ukol 3.7. Souéet diagondlnich prvkil matice A nazyvame jeji stopou a znadime Tr(A). 1°

1. Jelli A € C"", dokazte, Ze B,_1 = (—1)"Tr(A), kde B,_1 je koeficient u t"~*
v charakteristickém polynomu pj.

2. Necht A € C33. DokaZte, 7e mezi stopou a charakteristickym polynomem plati pro
kazdé t € C vztah pa(t) = —t* + t*Tr(A) — 1t ((Tr(A))? — Tr(A?)) + det A, pFicemz
A% = AA.

Véta 3.8 (Vlastni ¢isla a charakteristicky polynom). Necht A € C™". Pak A € o(A),
prave kdyz pa(X) = 0.

Slovy: ,\ je vlastnim ¢islem A, pravé kdyz X\ je korenem charakteristického polynomu.

Diikaz. A € o(A) < existuje nenulové & € C" tak, ze A¥ = \¥ < existuje nenulové
i € C" tak, ze (A — A)Z = 0 < homogenn{ soustava s matici (A — A[) mé netrividln
reSeni < matice (A — Al) je singuldrni < det(A — Al) = 0 < pay(A) = 0. O

Priklad 3.9. Najdéte vlastni ¢isla a vSechny k nim ptislusné vlastni vektory matice A,

je-li
10 —1
A=101 1
00 O
ReSeni:
e Vlastni ¢isla:
1-t 0 -1
pa(t)=1] 0 1—t 1|=—t(1—1)? protoc(A)={0,1}.
0 0 —t

e Vlastni vektory A prislusné nule fesi homogenni soustavu s matici A — 0l = A.

Z Frobeniovy véty plyne, ze dimenze mnoziny feseni v,(0) = 1 a mnozina vsech

)

1
nenulové nasobky vektoru (1) )
1

feseni je Py = . Vlastnimi vektory A prislusnymi nule jsou tudiz vSechny

A

e Vlastni vektory A prislusné jednicce Tesi homogenni soustavu s matici

00 -1
A-1I=A-I=(00 1
00 —1

157Znadeni Tr(A) pochazi ze slova trace, coz je anglicky stopa. Lze se setkat i se symbolem Sp(A)
z némeckého Spur.
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3 SPEKTRALNI TEORIE

Z Frobeniovy véty plyne, Ze v4(1) = 2 a mnozina vsech TeSeni je P, =

1 0
Vlastnimi vektory A pfislusnymi jednic¢ce jsou netrividlni LK vektori 0) a (1) .
0 0

Definice 3.10. Necht A € C*" a A € o(A). Algebraickou nasobnosti v,()) vlastniho

¢isla A nazveme nasobnost A jakozto kofene charakteristického polynomu py. 1

Poznamka 3.11. Nechf je ddna matice A € C™". Jelikoz je soucet nasobnosti v rozkladu

polynomu na kotenové ¢initele roven stupni polynomu, plati:

> v\ =n.

A€o (A)

Véta 3.12 (Vlastni Cisla a determinant). Necht Ai, Ao, ..., \x jsou vsechna vzajemné

rizna vlastni ¢isla matice A € C™". Pak plati:
det A = A\ N,
Slovy: ,Determinant A je soucinem vlastnich ¢isel A (branych véetné nasobnosti).

Diikaz. Jelikoz koreny py jsou prave vlastni ¢isla, tj. Ai, A, ..., Ak, a koeficient u nejvyssi

mocniny t" je (—1)", m4 rozklad na korenové ¢initele tvar:

palt) = (=1)"(t — A) O (£ — Ag)"=0D) (£ — Np)eOw),

7 n&j vidime, Ze pa(0) = AP\ A2) - \Gw) 7 qefinice py poté jiz plyne, Ze det A =

)\llfa()\l))\ga()Q )\Va()‘k) D

Diisledek 3.13 (Vlastni ¢isla a regularita matice). Necht A € C™". Matice A je reguldrni,
prave kdyz 0 ¢ o(A).

Diikaz. Staci uvazit, ze podle véty 3.12 je det A roven soucinu vlastnich ¢isel a ze A je
regularni, pravé kdyz det A # 0. m

Ukol 3.14. Dokazte nasledujici tvrzeni: Necht A1, Aq, . . ., Ay jsou viechna vzajemné riiznd
vlastn{ ¢isla matice A € C™". Pak plati, ze Tr(A) = v,(A)A1 + va(Aa) Ao + ... + va(Ap) Ak
Slovy: ,Stopa A je sou¢tem vlastnich ¢isel A (branych véetné ndsobnosti).

Véta 3.15 (Vlastni ¢isla trojahelnikové matice). Necht A € C™" a A je horni (nebo dolni)

trojihelnikova matice. Pak vilastni ¢isla jsou rovna jejim diagonalnim prvkim.

Diikaz. Pro horni (dolni) trojihelnikovou matici vime z véty 2.20 o determinantu trojihel-
nikové matice, ze py(t) = det(A — tI) = (A — t)(Agg — t) ... (A, — t). Odtud jiz tvrzeni
plyne uzitim véty 3.8. [

16V literatuie se nékdy znaci py algebraicka a -4 geometrickd ndsobnost.
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3.1 Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

Véta 3.16 (Algebraickd a geometrickd nésobnost). Necht A € C™". Pak pro kazdé
A € o(A) plati:

Dikaz. Ozna¢me k = v,(\). Podle definice geometrické ndsobnosti umime najit k vlast-

nich vektora prislusnych A, které jsou LN. Oznac¢me je &1, 25, ..., Zr. Doplime vektory
T1,To, ..., T, na bazi (¥y,2,...,T,) prostoru C". Vytvorme matici X majici sloupce
71, Za, ..., L. Takova matice je jisté reguldrni, nebot ma LN sloupce. Proto existuje X~ 1.

Podle véty 2.30 o determinantu soucinu matic a véty 2.31 o determinantu inverzni matice
plati:
pa(t) = det(A — tI) = det (X' (A — )X) .

Jelikoz AZ; = \T; pro kazdé i € k, je prvnich k sloupctt matice XA — tI)X tvofeno
vektory (A —t)é1, (A —t)éa, ..., (A —t)ék, pliCemz €, €y, . .., € jsou vektory ze standardni
baze C". KdyZ pro vypocet det (X~1(A — tI)X) opakované pouZijeme rozvoj podle prvniho
sloupce, dostaneme:

det (X(A = tDX) = (A = t)¥q(r),

kde ¢(t) je determinant matice, ktera zbude z X~ (A — ¢tI)X po vyskrtan{ prvnich & radki
a sloupctt. Z rovnosti pa(t) = (A — t)¥q(t) je jasné, 7ze v,(N) > k = v,(N). O

Poznamka 3.17. Je-li A vlastni ¢islo A, pak ziejme v,(A) > 1 a vy(A) > 1. Podle véty 3.16
dostavame, ze jakmile v,(\) = 1, pak také v,(\) = 1.

Véta 3.18 (LN vlastnich vektort). Necht A € C™™. Necht Ai, Ao, ..., A\ jsou vzajemné
rizna vlastni cisla a ¥y, T, ..., T jsou jim prislusné vlastni vektory matice A. Pak

Z1,To, ..., % jsou LN.

Diikaz. Dokazeme tvrzeni sporem. Predpokladejme, ze &1, s, ..., T} jsou LZ. Pak podle

alternativni{ definice LZ je bud #; = 0 (to ale nenastava, protoze 7 je vlastni vektor),

nebo existuje j € E, J > 2,adcisla ai,...,a;- tak, Ze T; = Z{;ll ;%;. Uvazujme

nejmensi takové j. Potom je ziejmé, Ze ¥y, Zs,...,Z;—1 jsou LN. Dale jisté plati, Ze

\T; = AT = Zf;l o AT = Zg;l ;A\ T;. Zaroven \;7; = zg;l a;A\;@;. Odtud dostavame:
j—1

=1

Jelikoz \; # A, pro kazdé ¢ € j—/\l, plyne z LN vektort &, Zs,...,Z;_1, Zze oy = 0 pro
kazdé i € j—/\l Odtud déle vidime, ze ¥; = 0. To je ovem spor s predpokladem, Ze z; je

vlastni, tedy nenulovy vektor. O

Véta 3.19 (Béaze z vlastnich vektort). Necht A € C™". V prostoru C" existuje baze
z vlastnich vektort matice A pravé tehdy, kdyz pro kazdé A € o(A) plati, ze v,(\) = v,(\).
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3 SPEKTRALNI TEORIE

Dikaz.

e (=): Necht (7y,7s,...,7,) je baze C" tvorena vlastnimi vektory A. Oznac¢me ¢(\)
pocet vektoru baze, které prislusi vlastnimu cislu A. Protoze pocet LN vlastnich

vektoru prislusnych A mize byt maximalné v,(\), plati:
U(A) < vg(A) < va(N), (3)

pricemz druhd nerovnost plyne z véty 3.16. S¢itdnim nerovnosti (3) pres vsechna

vlastni ¢isla ziskame:

IA

n = polet clentt bdze = > L(A) < > ()
A€o (A)

> va(N) =n.
Aeo(A) A€o (A)

Posledni rovnost plyne z poznamky 3.11. Proto v obou nerovnostech nastavaji

rovnosti, tudiz s vyuzitim vztahu (3) vidime, ze v,(\) = v,(N).

e («): Predpokladejme, ze matice A mé k riznych vlastnich ¢isel Ap, ..., A Ke

kazdému vlastnimu ¢islu \; lze najit v,();) vlastnich vektori fgi),xéi), . ,:El(,?(/\i),

které jsou LN. Ukazme, 7Ze soubor vytvoreny z vektort

(1) =(1) =(1) =(2) =(2) =(2) (k) (k) =(k)
(xl N VTR ITC. ROURRIE i SRR E > ,...,xyg(/\k))
tvoif bazi C". Jejich pocet je roven 5 vy (\) = S8, va(N\;) = n, kde prvnf rovnost

plyne z rovnosti v4(\) = v,(\) pro kazdé A € o(A) a druhd z poznamky 3.11. Staci

proto ukazat, ze vektory jsou LN. Uvazujme LK vektori rovnou nulovému vektoru,

t].
" oo B o)) " g
Do T D ey et > g/ E =0,
n=1 J2=1 Jk=1

JelikoZ je j-t4 suma rovna LK vlastnich vektori prislusnych vlastnimu ¢islu Aj, je to
bud nulovy vektor, nebo jde o vlastni vektor matice A piislusny vlastnimu ¢islu A;.
Protoze jsou ovsem vlastni vektory ptislusné rtiznym vlastnim ¢islim podle véty 3.18
LN, nutné nastava prvni moznost, tedy sumy jsou rovny nulovym vektortim. Nulovost
koeficienti ag-? pro kazdé i € k a kazdé j; € {1,...,v4(N\;)} pak plyne z LN vektort

f(Qi) (1)

R SO JZ))5,) pro kazdé i € k. Tfm je LN vech vektorit dokazana. O

Y

3.2 Diagonalizovatelnost matic

Definice 3.20. Necht A, B € C*". Rekneme, 7e matice A je podobna matici B, pokud

existuje reguldrni matice X fddu n takova, 7ze A = XBX~1.
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3.2 Diagonalizovatelnost matic

Poznamka 3.21. Podobnost je ekvivalence na mnoziné ¢tvercovych matic fadu n, tj.

plati:

(a) Reflexivita: A je podobnd sama sobé.

(b) Symetrie: Je-li A podobna B, pak B je podobna A.

(c) Tranzitivita: Je-li A podobna B a B podobna C, pak i A je podobné C.
Dtikaz je ponechén c¢tenari. Plyne snadno z definice podobnosti.

Véta 3.22 (Vlastnosti podobnych matic). Necht A, B € C™" a A je podobna B.

1. Pak py = pg, tedy i o(A) = o(B) a v2(\) = v2()\) pro kazdé X € o(A), kde v2()\)

znadi algebraickou ndsobnost A pro matici A a v2()\) pro B.

2. Je-li A € o(A), pak v () = v)(N), kde v} (\) znaci geometrickou nasobnost A pro
matici A a v, (\) pro B.

3. Potom det A = detB a Tr(A) = Tr(B).
Duikaz.
1. Necht A = XBX™!, pak pro kazdé t € C plati:
pa(t) = det(A — ) = det(XBX " —#I) = det (X(B — tI)X ") = det(B—tI) = pa(2).

Tim je dokézana rovnost charakteristickych polynomi, tedy i spekter a algebraickych

nasobnosti.

2. Necht #1,75...,7,,) jsou LN vlastni vektory matice A pifslusné . Pak A\7; =
A7; = XBX~'%;, odtud \X1'Z;, = BX~'%,. Proto X7, X~ 14, ... ,Xﬁlf,,gw jsou
vlastni vektory matice B piislusné \. Diky regularité X, tedy i X!, jsou ziskané
vlastni vektory B také LN. Proto v;(X) > v2()). JelikoZ B je zaroveii podobna A,

dostaneme také v (X) > v;/(A). Tim je dokdzana rovnost geometrickych ndsobnosti.
3. Vztahy plynou z rovnosti charakteristickych polynomai. ]

Ukol 3.23. Implikaci ve vété 3.22 nelze obrétit. Ovéite, Ze matice

1100 1100
lo1oo0 o110
o011 “loo1o0
0001 0001

maji stejné charakteristické polynomy i stejné geometrické nasobnosti odpovidajicich
vlastnich ¢isel, presto si nejsou podobné. (Néapovéda: Ovérte, Ze neexistuje regularni matice
X spliujici AX = XB.)

47



3 SPEKTRALNI TEORIE

Ukol 3.24. Necht A, B € C™". Dokaite, Ze potom plati:
1. Matice AT je podobna A.

2. Je-li A podobna B, pak AT je podobnd BT, A~! je podobna B~ (existuji-li) a A* je
podobné B* pro k € N.

3. Je-li alespon jedna z matic regularni, potom AB je podobna BA.

Nabizi se otazka, do jaké nejjednodussi podoby l1ze matici podobnostni transformaci prevést,
tj. jaké nejjednodussi matici je dand matice podobna. Specialné se ptame, zda je kazda
¢tvercova matice podobna diagonalni matici, tedy matici, jejiz vsechny prvky kromeé

diagondlnich jsou nulové (a diagonalni mohou byt nulové i nenulové).

Definice 3.25. Necht A € C™". Potom matici A nazveme diagonalizovatelnou, pokud
je podobna diagonalni matici, tj. existuji diagonalni matice D a regularni matice X takové,
7e A = XDX L.

Poznamka 3.26. Nechf A D, X € C™", matice D je diagonalni a X je regularni. Potom
A = XDX™! pravé tehdy, kdyz AX = XD. Odtud je dobie vidét, Ze oznacime-li 7; i-ty
sloupec X a \; i-té ¢islo na diagondle D, pak Ax; = \;Z;. Sloupce matice X jsou tudiz

vlastnimi vektory matice A a ¢isla na diagondle DD jsou vlastnimi ¢isly A.

Véta 3.27 (Diagonalizovatelnost a baze z vlastnich vektori). Necht A € C™". Pak matice

A je diagonalizovatelna, pravé kdyz v C" existuje baze z vlastnich vektorii A.
Diikaz.

e (=): Necht A = XDX~!. Potom podle poznamky 3.26 tvoii soubor sloupctt matice
X hledanou bazi C".

e («<): Necht (#4,...,4,) je bdze C™ z vlastnich vektortu prislusnych vlastnim ¢islim
A1, Ag, oy Ap. Oznacme X matici se sloupci &, 7o, . . . , T, Matice X je tedy regularni.
Daéle ozna¢me D diagonalni matici s ¢isly A1, Ao, ..., A\, na diagonale. Potom jisté
plati AX = XD, tudiz také A = XDX~!. Proto A je diagonalizovateln4. O

Pri praktickém ovérovani, zda je matice diagonalizovatelna, se nam lépe bude hodit
nasledujici tvrzeni, které je disledkem vét 3.19 a 3.27.

Véta 3.28 (Diagonalizovatelnost a nasobnosti). Necht A € C™". Potom matice A je
diagonalizovatelnd, pravé kdyz pro kazdé X € o(A) plati v, () = v,(N).
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3.2 Diagonalizovatelnost matic

Poznamka 3.29. 7 dikazu vét 3.19 a 3.27 vime, jak najdeme regularni matici X a diago-
nalni matici D tak, aby A = XDX~!. Je to moZné, pokud jsou algebraické a geometrické
nasobnosti vsech vlastnich ¢isel shodné. V takovém pripadé umime najit tolik LN vlastnich
vektoru ke kazdému vlastnimu ¢islu, kolik je jeho geometrickd (a tedy i algebraicka)
nasobnost. Z téchto vektort sestavime matici X. Matice D ma pak na diagondale vlastni

¢isla prislusna nalezenym vlastnim vektortiim v potradi daném poradim sloupct matice X.

10 -1
P¥iklad 3.30. Necht A= [0 1 1. Sestavte matice X a D tak, aby A = XDX!.
00 O

Reseni: V piikladu 3.9 jsme nasli vlastni vektory:

1 1 0
vlastni vektor (—1) prislusny nule a LN vlastni vektory (0) , (1) prislusné jednicce.
1 0 0

Sestavime-li matici X z vlastnich vektori a matici D z vlastnich ¢isel v odpovidajicim

poradi, tj. napr.

110 000
X=|-101| a D=|0o1 0],
100 001

pak podle predchozi poznamky plati, ze A = XDX~'. Ctenafteoretik tomuto tvrzeni véif
na zékladé predchozich diikazt. Ctenaipratik rovnost ové nalezenim X~ a vynasobenim

matic.

Poznamka 3.31. Zatimco podobnostni transformace zachovavaji vlastni ¢isla a diagonali-
zovatelnost matic, ekvivalentni radkové ipravy mohou vlastni ¢isla matice ménit a mohou

ménit i diagonalizovatelnost. Naptiklad néasledujici matice B vznikla z A zaménou radki,

ale A = (g (1)) ma ruznd vlastni ¢isla 0 a 1, je tedy diagonalizovatelnd, zatimco B = <g (1))

ma pouze vlastni ¢islo 0 s 1,(0) =2 > 1 = v,4(0), proto neni diagonalizovatelna.

Poznamka 3.32. Vidéli jsme, Ze ne kazdou matici 1ze diagonalizovat. Bez diikazu uvedme,

7e kazda matice je podobnd matici J v Jordanové kanonickém tvaru, '7 kde

je v blokové diagonalnim tvaru (na diagondle jsou Jordanovy bloky J; a mimo né jsou

1"Marie Ennemond Camille Jordan [vyslovnost ,Zordan*] (1838-1922), francouzsky matematik
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3 SPEKTRALNI TEORIE

samé nuly). Jordaniv blok ma tvar:

1 0 .. 0
A 0
0 0
Ji =
000 ..0X1
000 ..0O0 X

Jordantv kanonicky tvar je pro kazdou matici jedineény az na potradi blokt, pocet
Jordanovych bloki odpovidajicich vlastnimu ¢islu A je roven v,4()) a soucet fadu bloki

odpovidajicich A je roven v,(\). Dikaz lze najit napt. v [4].

Ukol 3.33 (Jordaniv kanonicky tvar). * Najdéte regularni matice X, Y tak, 7ze A = XJX !

alB = YjY‘l, kde J a J jsou v Jordanové kanonickém tvaru. Jsou si A a B podobné?

Vysvétlete.
11 00 3 100
-1
A 3 00  B= 0 210
-11 11 -1 -110
-1 1 -1 3 0 00 2

Kapitolu uzavieme zajimavym pozorovanim, ze kazda matice je korenem svého charak-
teristického polynomu. Vétu dokézal Caley '® pouze pro matice fddu dva a t¥i a v plné

obecnosti pak Hamilton. '

Véta 3.34 (Hamiltonova—Caleyho). Necht A € C™". Pak matice A je kofenem svého
charakteristického polynomu, tj. je-1i py(t) = But™ + Bp_1t" ' + ... + Bit + By pro kazdé
t € C, pak plati:

pa(A) = B A" + B A" 4 L+ BIA + Bl = O.

Diikaz. Pro n = 1 tvrzeni evidentné plati. Uvazujme n > 1. Vyuzijeme vztah z prvniho
bodu véty 2.40 platny pro kazdé t € C:

(A —tT)(A — tT)*¥ = pu(t)L.

Podle definice adjungované matice jsou prvky (A — tI1)?¥ polynomy stupné maximalné

n — 1. Muzeme tedy psat:
n—1
(A —tD)*Y = > /B,

J=0

18 Arthur Cayley (1821-1895), anglicky matematik a pravnik
YWilliam Rowan Hamilton (1805-1865), irsky matematik, fyzik a astronom
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3.3 Vlastni ¢isla a vlastni vektory operatort

kde B; je matice fadu n sestavend z koeficientt vyskytujicich se u # v odpovidajicich
prvcich matice (A — 1), Mame tedy maticovou rovnost:

n—1
(A—tD) Y t/B; = Bol + Bitl + Bot’ T+ ... + Bpoat™ T+ But"L
§=0
Z rovnosti prvkla matic, coz jsou polynomy, plyne, zZe se museji rovnat matice u jednotlivych

mocnin proménné t. Dostavame tudiz:

t0: AB, = fol,
tll ABl _BO = 61]1,

tz : A]BQ — ]Bl = 62]1,

et Aanl - B2 = 5n71]17
t" . _Bn—l = Bn]l
Pokud vyndsobime obé strany druhé rovnosti matici A, t¥eti rovnosti matici A? a analogicky

pro dalsi rovnosti — konéime tedy ndsobenim (n + 1). rovnosti matici A" — a nasledné

vSechny rovnosti secteme, obdrzime kyzeny vztah Q@ = py(A). [

Priklad 3.35. V ptikladu 3.9 jsme nasli charakteristicky polynom py(t) = —t3 4 2t2 — ¢

10 -1
matice A = [0 1 1] . Ovéite, ze —A3 +2A% — A = O.
00 0

3.3 Vlastni céisla a vlastni vektory operatori

Ulohu hledat vlastni ¢isla a vlastni vektory operdtori pfevedeme na Feseni stejné tlohy
pro matice. Ovsem musime mit porad na paméti, ze na rozdil od matic, kde pracujeme
vzdy nad télesem komplexnich ¢&isel, 29 je tieba u operatort hlidat, nad kterym télesem

jsou definovany.

Definice 3.36. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7" a je dén operator A € L(V).
Cislo A € T nazveme vlastnim &islem operatoru A, pokud existuje vektor # € V, Z # 0,
takovy, ze A¥ = AZ. Vektor 7 nazveme vlastnim vektorem operatoru A prislusnym
vlastnimu ¢islu A. Mnozinu vlastnich ¢isel nazveme spektrem operatoru A a oznac¢ime
0(A). Vlastnim podprostorem operatoru A prislusnym vlastnimu ¢islu A rozumime
P, ={Z € V| AZ = \Z}, tj. P\ je mnozina vlastnich vektoru operatoru A prislusnych

vlastnimu cislu A s priddnim nulového vektoru.

20N4$ pristup, kdy matice povazujeme automaticky za prvky prostoru C™", je pohodlnéjsi a snad
i castéjsi. OvSem napiiklad pan asistent Pytlicek pri vySetfovani vlastnich cisel a vlastnich vektort matic
vzdy uvadél, z jakého prostoru T™™ matice je. Musel byt proto pfi praci s maticemi stejné opatrny, jako
my budeme muset byt pfi praci s operatory. Pro redlnou matici se totiz mohla jeji vlastni ¢isla lisit podle
toho, zda byla matice povazovana za prvek C™" nebo R™". Nechame na ¢tenari, aby si podrobnosti

rozmyslel sdm.
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3 SPEKTRALNI TEORIE

Véta 3.37 (LK vlastnich vektoru operatoru). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem
T aAeL(V). Potom Py CC V. Navic A(Py) C Pj.

Dikaz. Py = {Z € V | (A= X)Z = 0}, tj. P\ = ker(A — XI), tudiz P, cC V. Jelikoz
AZX = \¥ € P, pro kazdé ¥ € P,, plati i druhé tvrzeni. n

Priklad 3.38. Necht S € L(P) je operator integrovani a D € L(P) je operator derivovani.
VysSetrete vlastni cisla a jim prislusné vlastni vektory téchto operatori.
ReSeni:

(a) Pokud A € C a x € P jsou vlastni ¢islo a vlastni vektor S, pak Sx = Az. Necht
z(t) = ag + art + ... + a, 1" + a,t" pro kazdé t € C. Odtud mdme pro kazdé
teC:

_ % 2 an—1+n Qn gn+1 n—1 n
(Sz)(t) = apt + 2t +...+ —t +n+1u = Mag+at+...+a,_1t" F+ant").

Pro A =01 X\ # 0 z rovnosti polynomu — tedy rovnosti koeficienti u jednotlivych
mocnin ¢t — dostavame 0 = a,, = a,,_1 = ... = a1 = p. Tedy z je nulovy polynom.
Proto zadné komplexni ¢islo neni vlastnim ¢islem S a zadné vlastni vektory operatoru

S neexistuji.

(b) Pokud A € C a x € P jsou vlastni ¢islo a vlastni vektor D, potom Dz = Az. Necht
(t) = ap + agt + ... + a, 1" + a,t" pro kazdé t € C. Odtud mame pro kazdé
teC:

(Dz)(t) = ay + 209t + ...+ napt™™ = Mag +art + ...+ ap_1t"F + a,t™).

Pro A # 0 z rovnosti polynomt dostavame, ze 0 = o, = o, 1 = ... = a1 = . Tedy
x je nulovy polynom, coz znamena, ze D neméa zadné nenulové vlastni ¢islo.

Pro A = 0 z rovnosti polynomi plyne, ze 0 = oy = as = ... = a,,_1 = Q,, zatimco ay
muze mit libovolnou hodnotu. Tudiz o(D) = {0} a vlastnimi vektory jsou konstantni

polynomy.

Véta 3.39 (LN vlastnich vektoru operatoru). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T

a A€ L(V). Necht A1, g, ..., A\, jsou vzajemné riizna vlastni ¢isla a Ty, Zs, ..., T jsou
jim prislusné vlastni vektory operatoru A. Pak ¥1,%s, ..., %y jsou LN.
Diikaz. Jde o analogii diikazu pro matice, proto je ponechan ¢tenafi. O

Definice 3.40. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7" a A € L(V'). Necht A € o(A).
Potom geometrickou nasobnosti vlastniho ¢isla A nazveme v,(\) == dim P,.

Slovy: ,,Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A je pocet LN vlastnich vektori A prislus-
nych \.“

52



3.3 Vlastni ¢isla a vlastni vektory operatort

Ve zbytku kapitoly o spektralni teorii operatori se omezime na vektorovy prostor V,
konecéné dimenze. V ném budeme mit pro vysettovani spektralnich vlastnosti operatort

stejny aparat jako u matic.

Definice 3.41. Necht V}, je vektorovy prostor nad télesem T'a A € L(V,,). Necht X je baze
V... Potom charakteristickym polynomem p, operatoru A nazyvame charakteristicky

polynom matice *A.

Poznamka 3.42. Definice je korektni, protoze ps nezavisi na volbé baze. Jsou-li totiz X
a ) baze V, a oznacime-li A = *A a B = YA, potom plati podle definice 2.51 determinantu
operatoru pro kazdé t € T

det(A — tI) = det((A — t1)) = det(A — tI) = det(*(A — tI)) = det(B — ¢I).

Vidime tudiz, ze se polynomy pa a pg rovnaji v nekoneéné mnoha bodech, proto plati
pa(t) = pp(t) pro kazdé t € C.

Véta 3.43 (Vlastni ¢isla operatoru a charakteristicky polynom). Necht V,, je vektorovy
prostor nad télesem T a A € L(V,,). Pak A € 0(A), pravé kdyz pa(A\) =0a X e T.
Slovy: ,\ je vlastnim cislem A, pravé kdyz A je korenem charakteristického polynomu

a patri do télesa. “

Diikaz. Necht A\ € T. Pak plati néasledujici ekvivalence: A € o(A) < existuje nenulové
i €V, tak, 7e AT = \¥ < existuje nenulové 7 € V,, tak, ze (A — M\)Z = 0 < ker(A — \I)
obsahuje nenulovy vektor < operator (A — AI) neni reguldrni < pro libovolnou bazi X

prostoru V;, plati, Ze YA — Al je singuldrni matice < pa(A\) = 0. m
v, o 2 E O _1 L D4 . :
Priklad 3.44. Necht A € L(T?) a “A = Lol Najdéte spektrum A, je-li

(a) T=C,

(b) T'=R (tedy A je operdtor rotace o § proti sméru hodinovych rucicek).
Reseni: V obou pifpadech je pa(t) = t* + 1 pro kazdé t € C.

(a) o(A) = {-1,i},

(b) o(A) ={—i,i} NR = 0.

0 2
Piiklad 3.45. Necht A € £L(T?) a °A = (1 O)‘ Najdéte spektrum A, je-li

(a) T =R,
(b) T = Q.
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3 SPEKTRALNI TEORIE

Reseni: V obou pifpadech je pa(t) = t* — 2 pro kazdé t € C.

(a) o(A) ={-v2,v2},

(b) o(4) = {—vVZ.VZ} NQ =0,

Definice 3.46. Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem 7" a A € L(V,,). Necht A € o(A).

Algebraickou nasobnosti v, () vlastniho ¢isla A nazveme nasobnost A jakozto kotrene

charakteristického polynomu p4.

Poznamka 3.47. Ctenaf si sdm rozmysli, ze v piipadé operatoru A € £(V,,) jiz nemusi
platit analogie vztahu z pozndmky 3.11, tj. neplati, Ze Y-y, (4) Va(A) = n. Pouze plati, ze

soucet nasobnosti korent charakteristického polynomu p4 je roven n.

Poznamka 3.48. Podivejme se na vztah mezi vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory matic
a operatoru. Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem 7' a A € L(V},). Dale necht X je

baze V,,. Oznaéme A = *A.

(a) Z vét 3.43 a 3.8 plyne:

(b) Pro A € T a & € V, plati:

kde symboly A a A znaci, zda jde o nasobnost vlastniho ¢isla pro operator, ¢i matici.

Ukol 3.49. Pomoci predchozich vztahti pfeformulujte tvrzeni ze spektralni teorie matic na
analogicka tvrzeni pro operatory a dokazte je. Pozor, nékterd tvrzeni pro operatory neplati.
Naptiklad determinant operatoru neni souc¢inem jeho vlastnich ¢isel (branych véetné
nasobnosti). Plati pouze, ze determinant operatoru je souc¢inem kofent charakteristického

polynomu (branych véetné nasobnosti).

3.4 Diagonalizovatelnost operatori

Definice 3.50. Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem T'a A € L(V,). Operator
A nazveme diagonalizovatelnym, pokud existuje baze ) prostoru V,, takova, ze YA je

diagonalni matice.

Véta 3.51 (Diagonalizovatelnost operatoru a baze z vlastnich vektort). Necht V,, je
vektorovy prostor nad télesem T a A € L(V},). Necht Y je bdze V,,. Pak YA je diagonalni

matice, pravé kdyz Y je baze V,, z vlastnich vektori A.
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3.4 Diagonalizovatelnost operatorti

Diikaz. Oznacme Y = (41, Yo, - - -, Yn). Tvrzeni pak plyne ze vztahu:
A0 ... 0
0 Ay ... 0 o o
YA = S & Ay = Ny, pro kazdé i € n. O
0 0 ...\

Véta 3.52 (Diagonalizovatelnost operatoru a nasobnosti). Necht V,, je vektorovy prostor
nad télesem T a A € L(V,,). Operator A je diagonalizovatelny, pravé kdyz jsou splnény
dvé podminky:

1. p;*(0) C T.
Slovy:,Koreny charakteristického polynomu jsou z télesa.

2. Va(X) = 14(N) pro kazdé X € o(A).
Diikaz.

e (=): A je diagonalizovatelny, tedy existuje baze ) prostoru V,, takovd, ze YA je
diagonalni matice. Z definice charakteristického polynomu plyne, Ze p,'(0) C T
(kofeny p4 jsou totiz diagonalni prvky YA). Oznaéme A = YA. Podle véty 3.28 plati
vae(X) = v5(X) pro kazdé A € o(A). Podle bodu (a) a (c) poznamky 3.48 plati tedy

také v,(A) = v4(A) pro kazdé A € o(A).

e (<): Necht X je libovolna baze V. Ozna¢me A = YA. Podle prvniho piedpokladu
plati, Ze 0(A) C T, a podle druhého predpokladu a bodu (c¢) poznamky 3.48 plati, ze
ve(X) = v (A) prokazdé A € o(A). Tudiz A je s vyuzitim véty 3.28 diagonalizovatelna.

Existuji tedy regularni matice X a diagondlni matice D € T™" (na diagonéle jsou
vlastni ¢isla matice A, tudiZ také operatoru A) takové, ze A = XDX~!. Pfitom
matice X je sestavena z vlastnich vektort matice A a lze ji volit z T™". (Vlastni
vektory totiz ziskavame jako Teseni homogenni soustavy s matici A — A1, kde vlastni
¢isla \; jsou podle prvniho predpokladu z télesa T' — a takova soustava ma vzdy
reseni v 1™.)

Polozme Y = (41, ...,7n), kde X = YT (vychdzime z bodu (b) pozndmky 3.48).

Pak D = X'AX = (YY) (YA)(VIY) = YA. Tedy Y je béze V,, spliujici YA = D, coz

znamena, ze A je diagonalizovatelny operator. n

110
0 0 1

Priklad 3.53. Necht A € L(R?), X = ((0) , (1) , (0)) jebdzeR*a A =111 0
1 0 0

003

Najdéte ) tak, aby YA byla diagonalni matice. Jak vypadd YA?

Reseni: Oznatme A = ¥A.
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Dostavame o(A) = {0,2,3}. Vidime, Ze vsechny koteny p4 jsou redlné s nasobnosti jedna,
uloha tedy jisté ma Teseni.

Vlastni vektor A prislusny nule fesi homogenni soustavu s matici

10 110
A=1110[~[001
003 000

-1
Vlastni vektor je napf. 1|. Vlastni vektor A prislusny dvojce Tesi homogenni soustavu
0
s matici
-1 10 1 -10
A—-21= 1 -10]l~10 01
0 01 0 00
1
Vlastni vektor je napt. | 1
0
Vlastni vektor A prislusny trojce fesi homogenni soustavu s matici
-2 10 1 =20
A—-3l= 1 -20]~10 10
0 00 0
0
Vlastni vektor je napt. | 0
1

Hledanou béazi Y = (i1, U2, ¥3) ziskdme ze vztahu:

—1 1 0
W= 1|, W)x=|1], (B)xr=10
0 0 1

0 0 1 000
Dostévame ) = (( 1) , (1) , (0)) aYA=10 2 0].
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4 Hermitovské a kvadratické formy

Motivace. Krivky a plochy patii k zakladnim objekttim, se kterymi se v zivoté setkavame,
a potTeba popsat je matematicky existuje odedavna. Zminme v souvislosti s kuzeloseckami

21 3 Fermata, 22 kteif v 17. stoleti

alespon zakladatele analytické geometrie Descarta
resili tlohu, jak transformovat kuzelosecku na kanonicky tvar (laicky feceno: tvar, ktery
umime namalovat ). TFirozmérnou analogii kuzelosecek (elipsa, parabola, hyperbola) jsou
kvadratické plochy (mezi nimi elipsoid, paraboloid, jedno- a dvojdilny hyperboloid).

Je-li ddna symetrickd matice A € R™" (tj. matice spliiujici A = AT), vektor beR"
a ¢islo ¢ € R, pak kvadrikou (kvadratickou plochou) nazveme mnozinu vektora Z € R”
splnujicich:

(7)TAT — (b)TZ + ¢ = 0. (4)

Ve druhém roc¢niku se v matematické analyze naucite kvadriky vysSetfovat a klasifikovat.
Budete k tomu vyuzivat znalosti kvadratickych forem. Ukazme na jednoduchém prikladeé,
jak bude takové vysetfovani probihat.

Necht je ddna kvadrika v R?:

x1
{f: () e w
x3

Opravdu jde o kvadriku, protoze mé tvar z definiéniho vztahu (4):

4 -1 0 L
A=-1 11|, b=0, c=-1
0 -1 4

Upravime odpovidajici kvadratickou formu na ¢tverce:

435% + m% + 4:1:§ — 2109 — 22913 — 1 = O} .

Az] + 25 + 4af — 20139 — 22015 = (221 — Lvo)* + (§I2>2 + (225 — 312)* = of + o + a3,

pricemz
a1 = 21’1 — %JZQ ry = %O[l +§Oé2
Qg = §$2 To = \/§a2
a3 = 2.%3 — %.’1:2 Tr3 — gag + %O&g.

Mizeme tedy vysetfovanou kvadriku prepsat do nasledujiciho tvaru:

% 0 a1
r= 1o 0] | as
0 % as

7 tohoto tvaru je snadné uhadnout, o jakou kvadriku jde, a vykreslit ji. Stac¢i namalovat

a%—iroz%—i—ag—l}.

SRR

kulovou plochu o poloméru jedna se stfedem v poc¢atku a na kazdy jeji bod nechat piisobit

21René Descartes [vyslovnost ,dekart“] (1596-1650), francouzsky filozof, matematik a fyzik
2Pierre de Fermat [vyslovnost ,ferma“] (1601-1665), francouzsky matematik

o7



4 HERMITOVSKE A KVADRATICKE FORMY

1 V2
2 4
odpovidajici linedrni transformaci — tedy vynasobit kazdy bod matici (0 V2 0) . Linearni
0 % 3
transformace kulovou plochu protahne do elipsoidu. Vysledek je na obrazku 3.

Také mizeme kvadriku upravit jesté do jiného ekvivalentniho tvaru:

1 ) 0
2 4
{:I:’: oy (0) + 9 (ﬁ) + a3 (0)
0 V2 1
4 2

Z tohoto tvaru lze zase vycist, ze zadana kvadrika obsahuje praveé ty vektory, jejichz

1 V2 0
2 4
soutadnice v bazi ((0) , (\/i) , (0)) lezi na kulové plose o poloméru jedna se stredem

V2 1

0 £

2

a%+a§—l—a§:1}.

4
v pocatku.

Obréazek 3: Ilustrace kvadriky z motiva¢niho textu — elipsoidu.

V celé kapitole si pod télesem T predstavujeme pouze C nebo R (vSechna tvrzeni by platila
i pro ostatni ¢iselna télesa, kterd jsou uzaviena na komplexni sdruzovani — bystry ¢tenar si

rozmysli, pro¢ musi byt splnéna pravé tato podminka).

4.1 Hermitovské formy

Definice 4.1. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7. Zobrazeni h: V x V. — T

nazveme hermitovskou formou, pokud jsou splnény dvé podminky:

— =

1. hermitovskost: pro kazdé &,y € V plati, ze h(Z,v) = h(y, %),

2. linearita v prvnim argumentu: pro kazdé o € T a 7,7,z € V je splnéno, ze
h(aZ + v, 2) = ah(Z, 2) + h(y, 2).
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4.1 Hermitovské formy

Diagonalou hermitovské formy h nazyvame zobrazeni @): V' — T definované pro kazdé
7 €V jako Q(¥) = h(Z, 7).

Poznamka 4.2. Specialné pro 7' = R miizeme u prvni vlastnosti hermitovské formy 23
vynechat komplexni sdruzovani, tedy pozadujeme, aby pro kazdé &,y € V platilo h(Z, 7)) =
h(y, Z). Vlastnosti pak fikime symetrie.

Véta 4.3 (Vlastnosti hermitovské formy a diagonaly). Necht V' je vektorovy prostor nad
télesem T. Necht h je hermitovska forma na V a @) jeji diagonala. Pro kazdé o € T
ax,y,z €V plati:

1. antilinearita ** ve druhém argumentu: h(Z, oy + 2) = ah(Z,v) + h(Z, 2),
2. Q(¥) e R,

3. Q(ad) = [o*Q(7),

4. Q(T +9) = Q(F) + 2Re((Z,7)) + Q)

5. rovnobéznikova rovnost:

QT +¥) + QT — ) = 2(Q(7) + QY)),

6. polarizacni identity:

proT =R
ne i) = 5@+ i) - Q- ),
proT =C
M@ ) = (@@ +7) - Q- 9) +5(QE+i) - Q@ - i)
Drikaz.

1. Z definice hermitovské formy a z vlastnosti komplexniho sdruzovani plyne:

h(Z,ay+Z) = h(ay+ =
= ah(y, %) + h(Z,Z) = ah(,y)

2. Vlastnost plyne z hermitovskosti h:

Q(f) = h(fv f) = h<f> f) = Q(f),

proto Q(¥) € R.

23Charles Hermite [vyslovnost ,ermit“] (1822-1901), francouzsky matematik
24 Antilinearitu najdete také obéas pod nazvem semilinearita.
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4 HERMITOVSKE A KVADRATICKE FORMY

3. S vyuzitim linearity a antilinearity h mame:
Q(af) = h(af, aT) = aah(Z, T) = |a|*Q(T).
4. Opét s vyuzitim linearity, antilinearity a hermitovskosti h dostavame:

QI+y) = ( +ﬂ,f+§)

5. Jde o primy dusledek predchoziho bodu.

6. Dokazme tvrzeni pro T'= C, pro T" = R si ¢tenar obdobnym zplisobem poradi sam.

S vyuzitim ¢tvrtého bodu, antilinearity a posléze tretiho bodu mame:

QT +9) = QF) + 2Re(h(7,7)) + Q(Y)

QT —9) = QT) +2Re(=(7,9) + Q(=Y) = Q(F) — 2Re(W(T, 7)) + Q(Y)
QT +1iy) = Q(F) + 2Re(—1A(Z, 7)) + Q(1y) = Q(T)+ 2Im(h(T, 7)) + Q)
QT —iy) = Q(7) +2Re(in(7,9)) + Qiy) = QT) — 2Im(h(7,9)) + Q(Y).

Odtud plyne:

Q(Z+7) — QT —9) HQ(T+1y) —iQ(T—iy) = 4Re(h(Z, 7)) +i4Im(h(Z, §)) = 4h(Z, 7).

Poznamka 4.4.
e Obcas se pro oznaceni linearity v prvnim argumentu a antilinearity ve druhém

argumentu pouzivd pojem sesquilinearni formy.

e Pro T = R lze vynechat komplexni sdruzovani u vlastnosti antilinearity. Takova forma
je tedy linearni v prvnim i druhém argumentu, hovorime pak nékdy o bilinearnich
formach.

e Polarizac¢ni identity vyjadiuji netriviadlni fakt, ze hermitovska forma je jednoznacné

urcena svou diagonalou.

Definice 4.5. Nechf V' je vektorovy prostor nad télesem 7. Nechf A je hermitovska forma

na V. Nulprostorem hermitovské formy h nazveme mnozinu:
Ny, ={Z €V | h(Zy) =0 pro kazdé § € V'}.

Nulitou formy A pak rozumime ¢islo dim Ny,. Hermitovskou formu h nazyvame regularni,

pokud dim N, = 0. V opacném pripadé ji nazyvame singularni.

25P¥edpona sesqui- je z latiny a znamend, ,jeden a pul*.
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4.2 Polarni baze

Aby definice nulity byla korektni, potfebujeme védét, ze nulprostor je podprostorem V.

Véta 4.6 (O nulprostoru). Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Necht h je
hermitovska forma na V. Pak N, CC V.

Diikaz. 7 definice plyne, ze Nj, C V. Jelikoz plati h(0, i) = 0 pro kazdé i € V, patii 0 do Ny,
tedy Nj, # 0. Pokud 7,2 € N, a a € T, pak h(aZ + Z,9) = ah(Z,9) + h(Z,§) = a0+ 0 =0
pro kazdé y € V, proto ax + zZ° € Nj,. H

4.2 Polarni baze

Uvazujme nyni vektorovy prostor V,, konecné dimenze rovné n € N a v ném bazi X =
(%1, ...,%,). Najdeme podminku, kterou musi spliiovat baze X', aby v ni hermitovska
forma a jeji diagondla mély jednoduchy tvar. Necht & = 31 ) ;% a y = -7 5,7, potom

s vyuzitim linearity v prvnim a antilinearity ve druhém argumentu dostavame:

) = (S0 05 = B S T
=1 j=1

=1 j=1

Pokud béaze spliuje podminku h(Z;,Z;) = 0 pro ¢ # j, zjednodusi se predchozi vyrazy

nasledovné:
n

= aiBih(7;,7;) = Y aBQ(T
=1 i=1

n

T) = Zai@h(fw@) = Z’%FQ(@)-
i=1

i=1
Jak uvidime, takova baze prostoru V,, vzdy existuje.

Definice 4.7. Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem 1" a h je hermitovska forma na
V,, a necht A = (ay,...,d,) je baze V,. Pokud h(a;,a;) = 0 pro kazdé i, j € n, i # j, pak
A nazveme polarni bazi hermitovské formy h.

Véta 4.8 (Existence polarni baze). Necht h je hermitovskd forma na vektorovém prostoru

V,, nad télesem T'. Pak existuje polarni baze hermitovské formy h.
Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle n. Pro n =1 je tvrzeni ziejmé.
(a) Kdyz h(Z,7y) = 0 pro kazdé &,y € V,,, pak libovolna baze je polarni.

(b) Necht existuji Z,y € V,, takové, ze h(Z,y) # 0. Z polarizacéni identity pak plyne, ze
existuje vektor @, pro ktery Q(a@) # 0. Definujeme ¢: V,, — T predpisem (%) = h(Z, @).
Potom diky linearité h v prvnim argumentu plati, ze ¢ € V,,#, a jelikoz o(a@) # 0, je
¢ # 0. Tudiz d(¢) =n — 1.
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4 HERMITOVSKE A KVADRATICKE FORMY

Oznac¢me L = ker ¢ a ozna¢me hy, zuzeni h na L. Protoze dim L = n— 1, existuje podle
indukéniho predpokladu polarni baze (@, ..., d,_1) prostoru L prislusnd hermitovské
formé hy. Dokazeme, ze pokud polozime a,, = @, pak soubor (dy,...,a,) je hledanou

polarni bazi V,.

e Pro ditkaz, 7e soubor je bazi, staci ovéfit, ze L N [@]y = 0. Uvazujme & € LN [d]y,
tj. £ = ad a soucasné p(ad) = h(ad,d) = aQ(a) = 0. Jelikoz zaroven Q(a) # 0,

je nutné o = 0, tudiz # = 0.
e Fakt, Ze je baze polarni, plyne primo z definice . O

Ukol 4.9. * Rozmyslete si na zdkladé predchoziho dikazu, zda lze kazdy nenulovy vektor

Z € V,, doplnit na polarni bazi.

Poznamka 4.10. Polarni baze neni jednoznac¢né dana. Snadno si naptiklad rozmyslime,
ze pokud nahradime v polarni bazi libovolny vektor jeho nenulovym nasobkem, pak baze
zustane polarni. Na cviceni se naucime baze konstruovat a uvidime, ze polarni baze mohou

byt pro stejnou hermitovskou formu opravdu rozmanité.
Nésledujici tvrzeni se hodi pro praktické hledani polarni béaze.

Véta 4.11 (Hledani polarni baze). Necht h je hermitovska forma na vektorovém prostoru
V., nad télesem T a @ jeji diagonala. Necht A = (d,,...,d,) je baze V,. Necht existuji
qi,---,qn € R takova, ze

Q@) = >_lalg
j=1
pro kazdé ¥ = 377_, ad;. Pak qy = Q(dy) pro kazdé £ € i a A je poldrni bdze h.

Diikaz. Dosadime-li & = d,, pak Q(d;) = |1|°qy = qu- Pro dikaz, Ze baze je poldrni,
uvazujme T = C. Ctenaf obdobnym zptisobem osetii piipad T' = R. Podle polarizaéni

identity dostaneme pro k # ¢:
Wi, d) = Q@ +ap) — Qar — @) + H(Q(ax +ide) — Q@ — idiy))

= 1(1Pa + 112q — 1P — 1= 1Pa) + 50112 + [P — 1Pax — [—iq)

]

Piiklad 4.12. Necht je hermitovskd forma h na R? definovdna pro kazdé ¥ = (m)

T2
ay= (i) jako h(Z,§) = x1y1 + 6x2ys + 221y2 + 222y, Najdéte polarni bézi h.

Reseni: Neni tézké ovérit, ze h je hermitovska forma. Praci nam uleh¢i, uvédomime-li si,
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4.2 Polarni baze

. e a7 (1 2) - AR ] . .
ze h(Z,y) = (¥)T (2 6> j. Pro nalezeni polarni baze upravime diagonalu Lagrangeovou
metodou ¢ na soucet ¢tvercti (hovoifme také o redukei nebo o upraveni do kanonického

tvaru):

Q(Z) = 2% + 623 + 4x129 = (21 + 222)* + 275 = o2 + 203.

Pak postupné dostavame:
a1 = $1+2$2, rKT = 01 —20(2,
Qg = XT9g, To — Q9.
Odtud vidime, ze ¥ = oy <(1)> + as (?) Proto pro souradnice & v bazi <((1)> , (f)) ma

diagonala tvar linedrni kombinace ¢tvercti. Podle véty 4.11 je A = ((1) , <_i)> polarni

0
baze h.

Podivejme se nyni na vztah mezi nulprostorem a polarni bazi. Bude se ndm hodit nésledujici

lemma.

Lemma 4.13. Necht h je hermitovska forma na vektorovém prostoru V,, a Q) jeji diagonala.
Necht A = (dy,...,d,) je polarni baze V,,. Pokud Q(d;) = 0, pak d; € N.

Diikaz. Necht y € V,, a y = 31 aja;. Pak s vyuzitim faktu, Ze A je poldrni bdze, mame
h((_i“g) = Z?:l O{ijh(c_l'l, aj) = EQ(&Z) = 0 PI’OtO 61 € Nh- D

Véta 4.14 (Nulprostor a polarni baze). Necht h je hermitovska forma na vektorovém
prostoru V,, nad télesem T a @ jeji diagondla. Necht A = (d,,...,d,) je polarni baze V,,.
Necht existuje k € n tak, ze Q(d;) = 0 pro kazdé j < k a Q(d;) # 0 pro j > k. Pak
Ny, = [dy, ..., dgx.

Dukaz.

e Ny D [dy,...,dxx: Podle lemmatu 4.13 patii @; do nulprostoru pro kazdé j € k.
Jelikoz N, CC V,,, obsahuje Ny, i libovolnou LK svych vektort.

e N C[dy,...,dx)x: Necht ¥ € Nj a @ = 377, aa;. Pak pro kazdé i € V,, plati, ze

h(Z,y) = 0. Dosazujeme-li postupné = d; pro i > k, dostavame:
j=1

Jelikoz Q(d@;) # 0, musi byt o; = 0 pro i > k. Odtud plyne, ze & = Z?Zl a;d;, tedy

fE{C_L»l,...,(i’k])\. ]

26 Joseph Louis Lagrange [vyslovnost ,lagranz®] (1855-1938), francouzsky matematik
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4 HERMITOVSKE A KVADRATICKE FORMY

Shrime slovy tvrzeni predchozi véty: , Nulprostor je roven LO generovanému témi vektory

z polarni baze, které maji nulovou hodnotu diagonély (pokud néjaké takové existuji).

Disledek 4.15. Necht h je hermitovska forma na vektorovém prostoru V,, nad télesem T’
a @ jeji diagonala. Necht A = (dy, ..., d,) je polarni baze V,,. Pak pocet nul v posloupnosti

(Q(dr),...,Q(d,)) nezalezi na volbé baze A a je roven nulité.

Diikaz. Pokud existuje j € n tak, ze Q(@;) = 0, pak tvrzeni plyne z véty 4.14. Jestlize
Q(a;) # 0 pro kazdé j € n, pak N;, = {0}. Pokud totiz £ € Ny a 7 = >j—1 a;dj, pak pro
kazdé i € 7 plati, ze 0 = h(Z, d@;) = a;Q(d;). Proto a; = 0, a tedy Z = 0. O

4.3 Kvadratické formy

Definice 4.16. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7. Méjme zobrazeni Q: V' — R.
Rikéme, Ze Q je kvadratickou formou,?” pokud existuje hermitovska forma h, jejiz je Q
diagonalou. Hermitovskou formu A pak nazyvame polarou kvadratické formy @). Polarni
bazi, nulprostorem a nulitou kvadratické formy ) rozumime polarni bazi, nulprostor
a nulitu jeji polary h. Déle ) povazujeme za regularni, resp. singularni, pokud A je

regularni, resp. singularni.

Poznamka 4.17. Podle polarizac¢nich identit ma kazda kvadraticka forma @) pravé jednu

poléaru h.

Véta 4.18 (Zakon setrvacnosti kvadratickych forem). Necht @ je kvadratickd forma na
vektorovém prostoru V,, nad télesem T' a A = (dy, . . ., d,) je polarni baze Q). Oznacme p, q, r
postupné pocet kladnych cisel, zapornych cisel a nul v posloupnosti (Q(dy), ..., Q(dy,)).

Pak (p, q,r) nezavisi na volbé polarni baze.

Diikaz. Podle dusledku 4.15 je r rovno nulité, a nezavisi tudiz na volbé polarni baze.

Dokézeme-li, Ze ani p neni zavislé na volbé polarni baze, bude diikaz hotovy. Rozlisime tti

pripady:

(a) Kdyz p =0, plati pro kazdé j € i, ze Q(d;) < 0. Pro kazdé &, kde ¥ = 3°7_, a;d;, pak
mame:

n

Q(Z) =Y _loyQ(a;) <0,

j=1
proto i pro kazdy vektor @ z jiné polarni baze plati Q(a) < 0.
(b) Je-li p = n, plati pro kazdé j € n, ze Q(a;) > 0. Pro kazdé 7 # 0, kde 7 = >y vyl

(néktery z koeficienttt «; je jisté nenulovy), potom méame:

Q(Z) =Y loy[PQ(a;) > 0,
j=1

27Kvadratické forma se velmi ¢asto znadi také q.
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4.3 Kvadratické formy

proto i pro kazdy vektor @ z jiné polarni baze plati Q(@) > 0.

(¢) Kdyz 0 < p < n, predpokladejme BUNO, Ze vektory polarni baze A jsou sefazeny

nasledovné:
Q(d@;) >0 proj<p a Q(d) <0 proj>p.

Ozna¢me P = [di,...,dy)s. Pak pro kazdy nenulovy vektor # € P plati, ze ¥ =

Yf_1 a;d;, pricemz alespoii jedno o # 0. Proto Q) = 37_]a;[*Q(d;) > 0.
Vezméme jinou polarni bazi B = (I;l, ce gn) a opét ji usporadejme tak, ze

Q) >0 proj<p a Q(b;)<0 proj>p.

—

Lze nahlédnout, ze opét plati 0 < p < n. Oznacme () = [gpﬂ, ..., bu]x. Pak podobnym

argumentem jako prve dostdvame, ze Q(Z) < 0 pro kazdy vektor 7 € Q.

Jelikoz PN Q = {6}, plyne z prvni véty o dimenzi:
p+(n—p)=dimP +dim@Q = dim(P + Q) < dimV;, = n.

Maéame proto nerovnost p < p. Opacnou nerovnost dostaneme zaménou roli bazi A a B

v predchozim postupu.

Pocet bazickych vektori s kladnou hodnotou kvadratické formy tudiz nezavisi na volbé

polarni baze. O

Definice 4.19. Cisla p, resp. ¢ z véty 4.18 nazjvame kladnym, resp. zApornym in-
dexem setrvac¢nosti. Signaturou @) nazyvame trojici sg(Q)) = (p,q,r) a hodnosti @

rozumime ¢islo h(Q) :=p+q. 2

Definice 4.20. Necht Q je kvadraticka forma na vektorovém prostoru V nad T'. Rikéme,

ze () méa charakter (zkricené @) je):
1. pozitivné definitni (PD), pokud pro kazdé nenulové Z € V plati, ze Q(Z) > 0,

2. pozitivné semidefinitni (PSD), kdyZ pro kazdé ¥ € V plati, ze Q(¥) > 0, a existuje

nenulové Ty € V takové, ze Q(Zp) = 0,
3. negativné definitni (ND), pokud pro kazdé nenulové Z € V plati, ze Q(¥) < 0,

4. negativné semidefinitni (NSD), kdyz pro kazdé ¥ € V plati, ze Q(¥) < 0,

a existuje nenulové 7y € V takové, ze Q(7p) = 0,

5. indefinitni, pokud existuji &1, ¥ € V takovd, ze Q(71) > 0 a Q(¥3) < 0.

ZMisto (p, q,r) se rovnéz setkame se znacenim (p, q,n), (p,n,d) nebo (ny,n_,ng).
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4 HERMITOVSKE A KVADRATICKE FORMY

O charakteru ?° kvadratické formy lze na prostoru koneéné dimenze rozhodnout podle

signatury.

Véta 4.21 (Charakter a signatura). Necht @) je kvadratickd forma na vektorovém prostoru
V,, nad télesem T a sg(Q) = (p, q,r). Pak plati:

1. Q je PD, pravé kdyzp=n,q=10,r =0,
2. @ je PSD, pravé kdyz q =0, r # 0,

3. @ je ND, pravé kdyzq=mn,p=0,r =0,

N

. @ je NSD, pravé kdyz p =0, r # 0,

Ot

. @ je indefinitni, pravé kdyz p # 0, q¢ # 0.
Diikaz. Ukazeme platnost prvnich dvou bodt. Dukazy dalsich bodu jsou analogické.

1. (=): Pokud @ je PD, pak pro kazdy vektor a@ z libovolné polarni baze plati, ze
Q(d) > 0, protop=n, ¢g=0=r.
(«<): Je-li p =n, ¢ = 0 = r, pak pro libovolnou polarni bazi A = (dy, ..., d,) plati,
ze Q(d;) > 0 pro kazdé j € n. Uvazujme libovolné nenulové & € V,, a & = }7_; a;d;
(néktery z koeficientti a; je jisté nenulovy), pak Q(7) = X7_,|a;[*Q(a;) > 0.

2. (=): Pokud @ je PSD, pak pro kazdy vektor @ z libovolné polarni baze plati, ze
Q(a@) > 0, proto ¢ = 0. Kdyby bylo i » = 0, byla by @ podle prvniho bodu PD, proto
r# 0.

(«<): Je-li r #£ 0, pak v libovolné polarni bézi A = (ds, . .., d,) existuje vektor @;, tak,
ze Q(d;,) = 0 (bazicky vektor d@;, je samoziejmé nenulovy). Protoze ¢ = 0, plati, ze
Q(d;) > 0 pro kazdé j € n. Uvazujeme-li libovolny vektor & € V,, a ¥ = 37_, a;dj,
pak Q(Z) = Yj_|a;[*Q(d;) > 0. O

4.4 Matice kvadratické formy

Definice 4.22. Necht @) je kvadratickd forma na vektorovém prostoru V,, nad télesem 7T,
h jeji polara a X = (&4,...,%,) baze V,. Pak matici kvadratické formy (), resp.
hermitovské formy h v bazi X nazveme matici *Q) definovanou [*Q];; = h(%;, ;) pro
kazdé i, j € n.

29Jak uz to byva, ani definice charakteru kvadratickych forem neni jednotné. Podle nasi definice je
nulova forma PSD i NSD, ale nékteré definice nulovou formu za PSD ani NSD nepovazuji. Dale podle nasi
definice neni PD forma zaroven PSD. OvSem setkdme se i s definici, kdy PD formy tvori podmnozinu
PSD a ND formy zase podmnozinu NSD.
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4.4 Matice kvadratické formy

Véta 4.23 (Vlastnosti matice kvadratické formy). Necht @) je kvadratickd forma na

vektorovém prostoru V,, nad télesem T', h jeji poldra a X = (&4, ..., %,) bdze V,,. Pak plati:

2. h(Z, ) = (D)x)" “QW)x pro kazdé &7 € V.

W
O
2
I
5
=
S
&
QO
8y

)x pro kazdé & € V.
4. XQ = (YI)T*Q(YIY) pro kazdou bézi ) prostoru V,,.
Diikaz.

1. Piipomenme, Ze matice A se ziskd z A komplexnim sdruzenim prvki a transpono-

vanim. Tvrzeni plyne z hermitovskosti polary h:
[*Qlij = n(@:, %) = h(7;, %) = [("Q)"]s-

2. Necht ¥ = 371" | a;%; a § = 377 B;%;. Pak diky linearité & v prvnim a antilinearité

ve druhém argumentu a posléze z definice maticového nasobeni dostavame:

n n E
Wz ) = iy Bib(E, 7)) = (a1 ...a)*Q | 1 | = (@) “Q@)x
=1 j=1 B,
3. Tvrzeni ziskdme z predchoziho bodu dosazenim y = 7.
4. Oznacme Y = (¥1,...,yn). Pak z definice maticového nasobeni a z druhého bodu
plyne:
(T QI = ((G)x)" “QG)x = h(i 7)) = Q- O

Véta 4.24 (Hodnost kvadratické formy a jeji matice). Necht Q) je kvadraticka forma na
vektorovém prostoru V,, nad télesem T a X = (Zy,...,%,) je baze V,. Pak h(Q) = h(*Q).

Diikaz. Podle &tvrtého bodu véty 4.23 nezaleZi h(*Q) na volbé baze X prostoru V,,
matice prechodu jsou totiz reguldrni (tedy i matice k nim transponované, resp. komplexné
sdruzené jsou reguldrni) a nasobeni reguldrni matici neméni hodnost. Zvolme tedy za X
poldrni bazi. Pak je ovsem matice *Q diagondlni, na diagonale se nachazi posloupnost

¢isel (Q(Z4),...,Q(%,)) a pocet nenulovych ¢isel v ni je roven pravé p + ¢q. Dostavame
tedy h(*Q) =p+q=h(Q). O

Poznamka 4.25. V této poznamce shrneme, jak vypadaji vSechny hermitovské formy na

prostorech konecné dimenze.
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4 HERMITOVSKE A KVADRATICKE FORMY

(a) Ctenarf si oveéit, Ze je-li X baze V,, nad télesem C a A € C™" spliiuje A = A¥ (fikdme,

—

7e A je hermitovskou matici), pak h(Z,7) = ((Z)x)" A@)x je hermitovska forma.

Na druhou stranu pro kazdou hermitovskou formu ve V,, nad C plati:
Wz, §) = (@)x)" *Q@)x,
kde ¥Q je podle véty 4.23 hermitovsk4 matice.

(b) Podobné ¢tenai ukaze, Ze je-li X béze V, nad télesem R a A € R™" spliiuje A = AT

—

(fkdme, Ze A je symetrickou matici), pak h(Z,7) = ((Z)x)" A(7)x je hermitovska

forma. Na druhou stranu pro kazdou hermitovskou formu ve V,, nad R plati:

W, §) = ((@)x)" Q7)x,
kde *Q je podle véty 4.23 hermitovské a realnd, tedy symetrickd matice.

Poznamka 4.26. Specialné na prostoru 7" jsou vSechny hermitovské formy nasledujictho

tvaru:

(a) Je-li T = C, plati h(Z, %) = (Z)TA(7), kde A = £Q. Jde proto o hermitovskou matici.
(b) Je-li T =R, plati h(Z,7) = (¥)TAy, kde A = &Q. Matice A je tedy symetrick.

Ukol 4.27. ** Necht Q je kvadraticks forma v R3. Za jaké podminky lze Z € R?, 7 # 0,
doplnit na poldrni bazi Q7 Za jaké podminky lze LN vektory Z, % z R? doplnit na polarni
bazi Q7

Ukol 4.28. Béhem studia se setkéte i s jinou definici hermitovské formy, ktera vyzaduje
jejl antilinearitu v prvnim a linearitu ve druhém argumentu. Zejména se hermitovské formy
(a hlavné pak skaldrni soucin) takto zavadi v matematické fyzice. Rozmyslete si, jak se pii
takové definici zméni tvrzeni kapitoly Hermitovské formy. Néktera z nich se zjednodusi.

Naptiklad pfi znaceni z véty 4.23 bude platit:
o W7, 9) = ((F)x)" ¥Q(¥)x pro kazdé &, € V,
o Q(7) = ((F)x)" *Q () pro kazdé & € V,
o YQ = (YIY)7*Q(YI) pro kazdou bézi Y prostoru V,,.

Presto jsme se pridrzeli zvyku, ktery u nas na fakulté mirné prevlada, a definovali hermi-

tovskou formu linedrni v prvnim a antilinedrni ve druhém argumentu.
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4.5 Sylvesterovo kritérium pro kvadratické formy

30 ymoznuje rozhodnout o PD, resp. ND kvadratické formy po-

Sylvesterovo kritérium
moci vypoctu hlavnich subdeterminantt jeji matice v libovolné bézi (ilustrace hlavnich
subdeterminanti viz obrazek 4). Mezi PSD, NSD a indefinitnosti ovsem rozlisit neumi.
Silnéjsi kritérium, které na zadkladé vlastnich ¢isel matice kvadratické formy rozhodne

o0 jejim charakteru, si predstavime pozdéji v kapitole Normalni matice a normalni operatory.

=1

Obrazek 4: Hlavni subdeterminanty.

Ukazme nejprve v prostoru R? a R?, do jakého tvaru lze kaZdou kvadratickou formu
prevést.

Necht @ je kvadratickd forma v R?, oznaé¢me A; = A;; a Ay = det A hlavni subde-
terminanty matice A = Q. Necht plati, Ze A; # 0. Potom pomoci Lagrangeovy metody
dostaneme:

Q(T) = Apx? + 2A 17109 + Agol
= Ay (551 + ﬁ%fﬁfz) 21 x5 + Aol
= Ay (5151 —l-ﬁ*ﬁf@)z R we—

A11Ag—A2, o
_ 2 Ao 2
— Aja? +2202

0 32
Necht @ je kvadratickd forma na R3, oznacme A; = Ay, Ay = Aj1Agy— A%, Az = det A
hlavn{ subdeterminanty matice A = 4. Necht je splnéno, Ze A; # 0 a Ay # 0. Potom

pomoci Lagrangeovy metody upravime Q(Z) nasledujicim zptsobem:

. . RN g . C 1y A 0
Tedy existuje polarni baze A, v niz ma matice kvadratické formy tvar 4Q = ( ' A2>-

Q(Z) = Apa? 4 2A 101120 + 20130123 + Agox3 + 2A030013 + Az}
2
= AH (l‘l + gﬁl‘Q + AlS ) +(A22 — 7) .TQ + 2 (A Auﬁw) .I21’3+(A33 — %ﬁ’) x%

_ 2 | As..2 A11A25 A1oAq3 A11As3—A%,
= Ajai + Aty + 2 ( X ) ToTsz + ( A x2

2 2 2
_ 2 JADY A11A23—A10A13 . A11A33_A13 _ (AllAQS*AIZAB) 2
= Ajaj + A (;E g + SHERLTEEE Ty ) - Ar AR, i

LA As,.2
= Alozl 2a2 + X373

AQ 2 A3z 2

30James Joseph Sylvester (1814-1897), anglicky matematik
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4 HERMITOVSKE A KVADRATICKE FORMY

0 0
v . . , , ’ /v A
Tudiz existuje polarni baze A, pro kterou plati, ze 4Q = | o e
A
0 0 X2

Predchozi upravy se daji provést pro libovolnou kvadratickou formu. Dostavame tak

nasledujici lemma.

Lemma 4.29. Necht () je kvadraticka forma na vektorovém prostoru V,, nad télesem T
aX = (7,...,%,) baze V,. Necht matice *Q m4 vsechny hlavni subdeterminanty

radu maximalné n — 1 nenulové, tj. pro kazdé k < n je splnéno:

. X, 17 27 (IR3)
Ay = det *Q (1, o

Z) £0.

Potom existuje polarni baze A prostoru V,, takova, ze plati:

A1 0 0
A
AQ _ 0 éf . 0
0 0 Aii -
Diikaz. Definujme soubor A = (dy,...,ad,) vztahy:
S (k) =
k — Z a] VE
j=1
kde pro kazdé k € n cisla agk), aék), e ,a,(gk) resi soustavu LAR:
agk) 0
(k)
XQ 1, 2, ..., k 6%} .
1,2 ..,k : o 0 |’
‘ A
Oé,(fk) Akil
pricem? klademe Ay = 1. V pifpadé A,, = 0 navic pozadujeme, aby o™ = 1. Ukézeme, 7e

jde o hledanou polarni bazi.

e Soubor A je LN:
Piipad n = 1 je trividlni. Uvazujme n > 1. Jisté plati, 7e iV = 1, a pro kazdé
k € {2,...,n—1} plyne z Cramerova pravidla, ze ozgf) = 1. (P¥i vypoctu determinantu
v Citateli pouzijeme rozvoj podle posledniho sloupce.) Pokud A,, # 0, potom rovnost
o™ =1 plyne také z Cramerova pravidla. Jestlize A, = 0, pak z nenulovosti A,,_;
plyne, Ze n-ty sloupec matice *Q je po tipravé na horni stupniovity tvar vedlejsi,
a lze tudiz volit nezndmou a(™ libovolné, tudiz také a™ = 1. Celkové tudiz plati,
ze a,(f) = 1 pro kazdé k € n. Z definice @ a z linedrni nezavislosti X je pak jasna

i linedrni nezévislost A.
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4.5 Sylvesterovo kritérium pro kvadratické formy

e Baze A je polarni:
Necht 7 < k a h je polara @), pak plati:

i=1 i=1

J — J )
By, @;) = h (ak,za? x) = > '@y, &)-
Rozepisme h(dy, Z;) pro i < k:

h(dy, @;) = (Ze 10@“@,@) (definice A)
= ocf )h(fg, 7;)  (linearita h v prvnim argumentu)
= YF  a [XQ]Ez (definice *Q)
= b 1ae QL. (*Q=0Q)")
= Ze 1056 [XQ]M komplexni sdruzovani)
(k)

= A= 1(5 (volba ¢isel o, a maticové nasobeni).

Celkové pak dostavame:

o i 0 pro j <k,
h(akvaj) = ZO‘Z(])AAkﬁléik - { Ar (k) _ A

i=1 Ar %k T A, PrOJ= k,

tudiz A je polarni baze.

o Tvar 4Q:
7 piedchoziho bodu plyne, 7e Q@) = Ay a Q@) = ot
Jelikoz kvadratickd forma @) spliuje, ze Q(Z) € R pro kazdé ¥ € V,,, plati také, ze
Q(d1) = Ay a Q(ax) = ]

Ukol 4.30. Ovéite sami navazanim na piiklady ze zacatku kapitoly, Ze pro kvadratické
formy na R? a R3 pfi postupu podle ditkazu lemmatu 4.29 dostaneme stejnou polarni bézi,

jako kdyz pouzijeme Lagrangeovu metodu.

Véta 4.31 (Sylvesterovo kritérium). Necht () je kvadraticka forma na vektorovém prostoru
V, nad télesem T' a X je baze V,,. Pak plati:

1. Q je pozitivné definitni, pravé kdyZ *Q m4 vsechny hlavni subdeterminanty kladné,

tj. pri zachovani znaceni z lemmatu 4.29 je Ay > 0 pro kazdé k € n.
2. ) je negativné definitni, pravé kdyz *Q spliuje pro kazdé k € n:

A >0, je-li k sudé,
Ay <0, je-li k liché.
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4 HERMITOVSKE A KVADRATICKE FORMY

Dikaz. Vysvétlime oba pripady najednou.
e («): Jde o dusledek lemmatu 4.29.

e (=): Pokud @ je PD, resp. ND, pak pro kazdé k € A je kvadratickd forma Q)
definovana pro kazdé i € T* jako

— — 1,2, ., k\ 7=
QU@ =@ R (2 ) @

také PD, resp. ND. Plati totiz:
U (0

0 0

Odtud plyne, ze *Q (1 z i) je regularni matice, proto je jasné, ze Ay # 0 pro

kazdé k € n. Tvrzeni je pak opét primym disledkem lemmatu 4.29. m

Piiklad 4.32. Necht () je kvadratické forma na R3, kterd ma ve standardni bazi tvar:
Q(Z) = 2% — 22129 — 203 + 20973.
Rozhodnéte, zda @ je PD.

1 -10

ResSeni: Stac spoditat hlavni subdeterminanty matice & = (1 -2 1
0 10

A; =1,Ay = =3, A3 = —1. Podle Sylvesterova kritéria neni ) ani PD, ani ND. Vskutku,

jde o indefinitni kvadratickou formu, protoze pro vektory ze standardni béze je Q(é€7) = 1

a Q(52> = —2.

) . Dostavame
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5 Skalarni soucin a ortogonalita

Motivace. Skalarni souc¢in ndm umoznuje v ,nasem svété“ snadno pocitat thel mezi
vektory, rozhodnout o kolmosti vektorti nebo urcit velikost vektoru. Ovsem teorie skalarniho
soucinu a ortogonality, se kterou se seznamime, je daleko obecnéjsi a bude stejné dobte
fungovat i v abstraktnich vektorovych prostorech — prostorech posloupnosti, prostorech
funkci atd. Takové prostory budete vice zkoumat ve funkcionalni analyze. Hraji vyznamnou
roli v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic, v kvantové mechanice, Fourierové analyze
(matematicky popis zpracovani signdlu) nebo v ergodické teorii (matematicky zdklad

termodynamiky).

5.1 Skalarni soudin

V celé kapitole si pod télesem T predstavujeme pouze C nebo R (podobné jako pro
hermitovské formy by vsechna tvrzeni platila i pro ostatni ¢iselna télesa, ktera jsou

uzaviena na komplexni sdruzovéni).

Definice 5.1. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T'. Zobrazeni (.|.): V x V — T
nazveme skaldrnim souc¢inem, pokud (.|.) je hermitovska forma s pozitivné definitni

diagonalou, 3! tj. plati nasledujici tii axiomy skaldrniho souéinu:

;/ = =

1. hermitovskost: (¥|y) = (| Z) pro kazdé &,y € V,

2. linearita v prvnim argumentu: (aZ+y|2) = a(Z|2)+(y| ) prokazdé Z,y,zZ € V
a kazdé a € T,

3. pozitivni definitnost: (Z|Z) > 0 pro kazdé & € V a (Z|) = 0, pravé kdyz & = 0.

Normou *? nazveme zobrazeni ||.||: V' — T definované pro kazdé ¥ € V predpisem

|Z|| == /(%] Z). Vektorovy prostor V nad télesem T se skaldrnim soucinem (.|.) 3* znacime
H. (V prostoru H je tudiz definovany jediny skaldrni soucin.) Nékdy mu fikdme pre-

Hilbertiv prostor. 3

31 Misto skaldrni soucin se také ¥{ka vnitini soucin. A termin skaldrni soucin se pak rezervuje pro
standardni skaldrni souéin v R? & R3.

32Glovo norma mé ptivod v lating, kde oznacovalo tihelnik, nastroj pouzivany tesaii k urc¢ovani pravého
thlu. Normé podle nasi definice se také fikd norma indukovana skaldarnim soucinem. Jak se dozvite
v topologii, axiomatickd definice normy je obecnéjsi a ,nase“ norma je pouze jejim konkrétnim prikladem.

33Existuje spousta symbolti pro skaldrni souéin vektorti & a : @ - ¢, (%, %), (Z| ), (Z,7), 9(Z,7), b(T, 7).
My jsme se priklonili ke Spicatym zavorkam, aby se znaceni nepletlo se symbolem pro soubor — pro ten

mame vyhrazeny kulaté zavorky.
34David Hilbert (1862-1943), némecky matematik, byl jeden ze zakladatelti funkcionalni analyzy. Tato

disciplina se zabyva studiem Hilbertovych prostort (vektorové prostory se skaldrnim soucinem, které jsou
navic Gplné). Symbol H byl zaveden na pocest Hilbertovi.
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Véta 5.2 (Vlastnosti skaldrniho souc¢inu). Necht je ddn vektorovy prostor H nad télesem T'.
Pak pro kazdé z,v,7 € H a kazdé o € T plati:

1. antilinearita ve druhém argumentu: (¥|ay + 2) = a(Z|y) + (¥| ),
2. |7 >0 a||Z|| =0, prave kdyz & = 0,

3. [laz]| = lallZ],

4. rovnobéznikova rovnost:

— 12 — 12 12 012
17+ 71" + |7 = 711" = 2(1Z]" + [|91),

5. polarizacni identity:
proT =R

(1 + 41> - 12 = 91*) ,

e~ =

(T]y) =
proT =C
1 .
@15 = 3 (17 + 71 — 17— a17) + 5 (1 + g1 — 7~ ig1?)
Diikaz. Jde o dusledky véty 4.3 a definice skaldrniho souéinu a normy. O

Poznamka 5.3. Je-li H redlny vektorovy prostor, pak je skalarni soucin symetricky,

tedy (Z|y) = (y|Z) pro kazdé 2,y € H, a bilinedrni, tj. linedrni v obou argumentech.

vvvvvv

e nad télesem C
unitarni prostor C", 3> na ném? je definovan standardni skaldrni soucin pro

1 Y1
v 7’ — xz — y2 .
kazdé dva vektory = | . [ay=| . | € C" jako
In Yn

k=1

Norma vektoru je pak rovna:

n n
2] = | D wemr = | D_lwxl*
k=1 k=1

35Pouziti pojmu unitdrni prostor neni jednotné. V literatufe tak ¢asto oznaéuje libovolny komplexni

pre-Hilberttv prostor, nebo se ptripadné jesté pripoji podminka konecné dimenze.
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e nad télesem R
eukleidovsky 3¢ prostor R”, *” na ném? je definovin standardni skalarni souéin

1 9
v z — x2 — Y2 .
pro kazdé dva vektory = | . ay=| . | € R" jako
In Yn

(Z19) = > -
k=1

Norma vektoru je rovna:
n
[EHENDIE2
k=1
Ctenai sdm ovéii, ze jsou splnény axiomy skalarniho soucinu.
Poznamka 5.5. Norma v eukleidovskych prostorech R!, R? a R?® m4 vyznam velikosti
vektoru. 3® Napf. v R? bychom velikost vektoru # = (Il) pocitali podle Pythagorovy véty
T2

jako \/2% 4 x3, coz je pravé rovno ||Z]|, viz obrazek 5.

e ——-——— = =

Obréazek 5: Norma vektoru v eukleidovském prostoru R2.

Poznamka 5.6. V eukleidovském prostoru R? vyjadiuje rovnobéznikova rovnost fakt, ze
soucet ¢tverct délek vsech stran v rovnobézniku je roven souctu ¢tverctu délek uhlopricek,

viz obrazek 6.

—

Definice 5.7. Necht je dan vektorovy prostor H nad R a @,y € H, ¥,y # 0. Pak tithlem
mezi ¥ a ¢ nazveme ¢islo
(Z]9)

SO = arccos v—= 5
12| 7]

36Bukleidés (325-260 pi. n. 1), fecky matematik a geometr
37Ke zdiiraznéni, ze je prostor R” vybaven standardnim skaldrnim soucinem, se pouziva znaceni E™.
38Fukleidovsky prostor R? je ndm nejblizsi pre-Hilberttiv prostor. Jde o idedlni model ,naseho svéta“,

kde resime geometrické ilohy a kde funguje klasicka fyzika.

75



5 SKALARNI SOUCIN A ORTOGONALITA

—

1]

=y
&\
X
2\

141l

Obrazek 6: Rovnobéznikova rovnost.

Poznamka 5.8. Funkce arccos nabyva hodnot od 0 do 7, proto ¢ € (0, 7). Déle, jelikoz je

arccos definovan na intervalu (—1, 1), je pro korektnost definice tfeba, aby —1 < % <1

Platnost téchto nerovnosti vyplyne z Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti, kterou uvedeme

vzapéti ve vété 5.11.
Poznamka 5.9. Vysetteme, kdy je thel nulovy, ostry, pravy, tupy, a kdy primy.
o =0« (Zy) = [zl
o ¢ jeostry, tj. ¢ € (0,3) < (Z|y) >0a ¢ #0.
e ¢ je pravy, tj. o =5 & (T]y) = 0.
® pjetupy, tj. ¢ € (5, 7) & (Z|y) <0ap#m.
® i je prmy, tj. o =7 & (Z]7) = —[lZ][|7]]

Poznamka 5.10. Ov&iime, ze definice tthlu odpovidd v eukleidovském prostoru R? definici,

kterou zname ze stredni skoly. Méjme dany vektory &, ¢. Pak z obrazku 7 vycteme:

sinﬁ=£

111

n

T2
I¥ 1711

x1 .
cosa =——, sina=-——, cosf3 =
17]] |12

Ptimo z definice kosinu a sinu lze ovérit platnost souc¢tového vzorce:
cos(f — ) = cos 5 cos a + sin fsin a.

Po dosazeni vyjadreni pro sinus a kosinus dostavame:

Y121 + Yoo _ (Z|9)
2[4l 12/ 17|

cos p = cos(f — a) =
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y2 ......

fL‘Q . . ..................

n Al

Obrézek 7: Uhel mezi vektory v eukleidovském prostoru R2.

Véta 5.11 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Necht H je vektorovy prostor nad télesem T
a,y € H. Pak plati:

@] < 12| 71-
Rovnost nastava, praveé kdyz jsou vektory Z,1y LZ.

Diikaz. Nejprve ovérime, ze plati nerovnost. Poté se podivame, kdy nastava rovnost.

(a) Pro ¢ = 0 nerovnost plati. Uvazujeme 7 # 0. Pro libovolné a € T méme:

—

0< (7 —af|T —af) = ||I7|” — a(F]Z) — aZT|) + |af*||7]".

Polozime-li o = <|3|337"||?j2>’ pak z predchoziho vztahu dostavame:
- . o [2 -
I i F I V7] Eh ED e a2 HED)P
0 < ||Z]]° = =5 (%) — ~—5(Z9) + |-—=| 19" = [Z]" == -
19l 19 17 17l

Odtud plyne nerovnost [(Z|7)* < [|Zl*[17]%, tedy takeé [(|g)] < [1Z[|]|7]]-

(b) e (=): Nastava-li rovnost v Cauchyho—Schwarzové nerovnosti, potom z predchozi

Casti ditkazu plyne, ze bud 7 = 0, nebo Z = ajf, kde o = <\a\?;7|\?'

o (<): Jsou-li vektory % LZ, pak bud & = 0 a rovnost ziejmé plati, nebo § = S
v 7 — — — 112 — — — —
pro n¢jaké § € T. Pak [(Z[)| = [(Z] D) = |8[[Z]" = [|6Z]/[[Z]] = ||7llllZ]]. O

Poznamka 5.12. Podle definice tthlu a Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti 3 vidime, Ze
vektory sviraji nulovy nebo primy thel, pravé kdyz jsou linearné zavislé. To opét odpovida

nasi pfedstavé z eukleidovského prostoru R? & R3.

39Francouzsky matematik Augustin Louis Cauchy [vyslovnost ,kési“] (1789-1857) dokdzal Cauchyho—
Schwarzovu nerovnost v roce 1821 pro vektory z eukleidovského prostoru. Jeho student Viktor Jakovlevic
Bunjakovskij (1804-1889) v roce 1859 ukézal, Ze nerovnost plati i v integralni formé, tedy v jistych
Hilbertovych prostorech nekoneéné dimenze. Némecky matematik Hermann Amandus Schwarz (1843—
1921) pak tvrzeni v plné obecnosti dokazal v roce 1885. Proto se nékdy nerovnost v literature oznacuje
i Cauchyho-Bunjakovského—Schwarzova.
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5 SKALARNI SOUCIN A ORTOGONALITA

Véta 5.13 (Trojihelnikova nerovnost). Necht H je vektorovy prostor nad télesem T
a ¥,y € H. Pak plati:

17+ gl < 1] + [19]]-
Rovnost nastava, pravé kdyz existuje « € R, o > 0, takové, ze ¥ = ay nebo i = o’
Diikaz. Nejprve ovérime, ze plati nerovnost, a potom zjistime, kdy nastava rovnost.
(a)

1Z+ 411" = 1217 + 191" + 2Re(Z| )

IZ(1* + 1911 + 21z 5)]
121" + 1911 + 2[12]1|7]

= ([IZl + 171)*,
pricemz druhé nerovnost je Cauchyho—Schwarzova.

<
<

(b) e (=): Nastava-li rovnost v trojihelnikové nerovnosti, pak z predchozi ¢asti dikazu
vyplyvé, Ze nastéava rovnost v Cauchyho-Schwarzové nerovnosti. Proto bud # = 0
(pak & = 07, neboli 7 je nezdporny nasobek i), nebo # # 0 a §f = 57 pro néjaké
p € T. Déale z predchozi ¢asti dikazu plyne, ze plati Re(Z|y) = [(Z|9)|, odkud
méme Re(7| 37) = | (7] 7)1, tedy Re(B|ZI") = [BIIZ?, tj. Ref = [B. To splnf
pouze f € Ra > 0.

e («): Plati-li ¥ = aZ pro néjaké a > 0, pak s vyuzitim vlastnosti normy dostévame:

IZ+ 7 = [Z+ad] = [[(1+a)d]
= A+ a)llZ] = 2] + «llz]
= |zl + llezl = lIZ] + Il
Podobné dostaneme, ze rovnost plati, je-li £ = ag pro néjaké a > 0. O
z
I,
|2+ o
r+y
gy

Obrézek 8: Trojihelnikova nerovnost.

Poznamka 5.14. V eukleidovském prostoru R? odpovida trojihelnikova nerovnost zné-
mému faktu, ze v trojihelniku je soucet délek dvou stran vzdy vétsi nez délka strany treti,

viz obrazek 8.
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5.2 Ortogonalita
Definice 5.15. Necht H je vektorovy prostor nad télesem 7.

1. Vektory 7,y € H nazveme kolmymi (ortogonalnimi), ‘° plati-li (¥|%) = 0. Zna-
¢ime 7 1y.
2. Vektory 1, ...,T, z H nazveme:

(a) ortogondlnimi (OG), pokud (Z;|Z;) = 0 pro kazdé i,j € n,i # j,
(b) ortonorméalnimi (ON), pokud (Z;|Z;) = d;;.

ON vektory jsou nutné nenulové, pro OG vektory to neplati.

1
T Znl

Poznamka 5.16. Pokud 77, ..., %, jsou nenulové OG vektory, pak mfl’ e T, jsou

ON vektory.

Misto soubor OG, resp. ON vektorti budeme castéji fikat ortogonalni, resp. ortonormalni

soubor.

Priklad 5.17. Nejjednodussim ON souborem v eukleidovském prostoru R™ a v unitarnim

prostoru C" je standardni baze.

Véta 5.18 (Linedrni nezavislost OG vektort). Necht H je vektorovy prostor nad télesem T'.

Necht ¥y, ..., T, jsou nenulové OG vektory z H. Potom ¥y, ..., T, jsou LN.

Diikaz. Necht 77" | o;@; = 0. Provedeme skaldrni sou¢in obou stran s vektorem Z; pro
kazdé j € n:

n
<Z Oéifi
i=1

Podle linearity skalarniho souc¢inu v prvnim argumentu a ortogonality vektori upravime

fj> = (0|%;) = 0.

levou stranu rovnosti:
— — — — — 2
>l 7)) = (T | Z5) = a4]| 757 = 0.

Jelikoz &; # 0, dostévame a; = 0 pro kazdé j € n, ¢imz je dokdzana LN vektort. n
Disledek 5.19. Jsou-li vektory ON, pak jsou LN.

Véta 5.20 (Soufadnice v OG bézi). Necht H,, je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht
X = (74,...,7,) je OG baze H,. Potom pro kazdé ¥ € H, plati:
(@] 2:)

-2
(|

o} (%) =

7

40P{ivod slova ortogonalni je v Feckém orthos a gonia, pficemz druhé slovo znamend thel, ale prvni

slovo nejprve znamenalo piimy a az pozdéji se vyznam zménil na pravy.
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5 SKALARNI SOUCIN A ORTOGONALITA

Diikaz. Necht @ = 3"}, o Ty. Provedeme skaldrni soucin obou stran s vektorem ;.

n
k=1

n

k=1

kde jsme opét vyuzili linearity skaldrniho souc¢inu v prvnim argumentu a ortogonality
(#] %)
Iz

nenulové vektory). O

baze. Odtud dostavame a; = (délime nenulovym ¢islem, protoze jde o bazické, tedy

Dausledek 5.21 (Soutadnice v ON bézi). Necht H,, je vektorovy prostor nad télesem T
Necht X = (¥4,...,%,) je ON bdze H,. Pak pro kazdé ¥ € H,, plati:

wH(#) = (7]3).
Definice 5.22. Necht H,, je vektorovy prostor nad télesem T. Necht X = (¥1,...,Z,) je

ON baze H,. Pak souradnice vektorti v bazi X nazyvame Fourierovymi koeficienty

v béazi X. 4

Véta 5.23 (Pythagorova). Necht H je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht Z, 1 jsou
OG vektory z H. Potom plati, ze || + 7|° = || Z||> + ||7]|°-

Diikaz. Je-li (]§) =0, pak [|Z + §||* = || Z||” + 2Re(@| ) + [|71° = |Z]1* + | 7]|". [
A
//
AT
A Z+ ‘
i |41l
Yy
\ / |
\V'd .
7

Obrazek 9: Pythagorova véta.

41 Jean Baptiste Joseph Fourier [vyslovnost ,furié“] (1768-1830), francouzsky matematik
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Poznamka 5.24. V R? odpovidd tvrzeni ,klasické“ Pythagorové vété, kterd iika, Ze
soucet obsahti ¢tvercit nad odvésnami v pravotihlém trojihelniku je roven obsahu ¢tverce

nad preponou. Viz obrazek 9.

Poznamka 5.25. 7 dikazu je vidét, ze v redlnych prostorech plati i opa¢na implikace

v Pythagorové vété. 42 V komplexnich prostorech ale platit nemusi. Napf. v unitdrnim
prostoru C? spliiuji vektory ¥ = (é) ay = (; ), ze |7+ 7)° = ||Z1> + |7]%, pFesto
(Z|y) =1+#0.

Véta 5.26 (Gramova—Schmidtova). Necht H je vektorovy prostor nad télesem T. Necht
71,...,%, jsou LN vektory v ‘H. Pak existuji OG (i ON) vektory i, ..., Y, takové, Ze
[Z1, ..., @]y = [U1, - - -, Yk]x pro kazdé k € n.

Slovy: ,, LN vektory lze ortogonalizovat (i ortonormalizovat).

Diikaz. Pomoci tzv. Gramova—Schmidtova ortogonalizaéniho procesu ** vyrobime
nenulové OG vektory spliujici podminky véty. Na zavér kazdy z vektori vynasobime pre-
vracenou hodnotou jeho normy. Tim se nezméni jejich linearni obal a podle poznamky 5.16
ziskdme ON vektory.

Polozme ¢; = #;. Pak je splnéno [#1]y = [i1]x a 71 je jisté OG. Predpokladejme, Ze
jsou zkonstruovany OG vektory 41, . .., ¥k spliujici [Z1, ..., Zx]x = [U1,- - -, Yk]r pro néjaké
1 < k < n. Dalsi vektor hleddme ve tvaru:

Ukt1 = Thy1 — Z QY-
i=1
Pi takovém predpisu bude zfejmé platit, ze [T, ..., Tk, Tri1lr = [U1, - - - Uk, Ykr1)a- ZDYVA
tedy najit koeficienty aq,...,a. tak, aby i, ..., 9k, yre1 byly OG vektory. Koeficienty
najdeme z podminek (4,11|7;) = 0 pro kazdé j € k. Dostévéme:

(Y1 |yy> = 0= (Th11 Iy] Za, Ui | . y] = (Tht1 |?j}> - O‘j(ﬁj |?73>v

kde jsme vyuzili linearity skalarniho souc¢inu v prvnim argumentu a ortogonality vektort

Ui, ..., Yy Koeficienty «; jsme nasli, maji tvar a; = % Délime jisté nenulovym
J

¢islem, nebot diky rovnosti [Z1,...,Zk]x = [J1,.-.,¥Uk]r & linedrni nezévislosti vektoru

Z1,..., T jsou vektory #, ...,y také LN. m

Poznamka 5.27. Miuzeme si tedy zapamatovat vzorec:

. . M (T | )
Ukt1 = Tpp1 — Z”;szu (5)
=1 1

pomoci néhoz lze vyrabét z LN vektori OG vektory se stejnym linedrnim obalem.

42Pythagoras ze Samu (570-510 pt. n. 1.), legendarni fecky filozof, matematik a astronom
43Gramtiv—Schmidtiiv ortogonalizaéni proces nese jméno po ddnském (pojistném) matematikovi Jorgenu

Pedersenu Gramovi (1850-1916) a némeckém matematikovi Erhardu Schmidtovi (1876-1959). OvSem
autorem metody byl jiz Laplace a algoritmus hojné vyuzival také Cauchy.
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5 SKALARNI SOUCIN A ORTOGONALITA

Disledek 5.28 (Existence ON béaze). Kazdy vektorovy prostor H, nad télesem T, kde
n € N, ma ON bazi.

Diikaz. Skalarni soucin je hermitovskou formou na prostoru H,,. Existuje tudiz jeho polarni

baze, coz je jisté OG baze H,,. Z ni pak vyrobime ON bazi podle poznamky 5.16. n

Poznamka 5.29. K praktickému hledani ON béze prostort kone¢né dimenze nam ovsem
bude slouzit Gramtv-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces. Najdeme jakoukoliv bazi a tu

ortonormalizujeme.

Poznamka 5.30. Z diukazu Gramovy—Schmidtovy véty je vidét, ze pro ON vektory
U, Ux v H apro® € H plati, ze vektor & — Z§:1<f|gj>gj je kolmy na #; pro kazdé
i€k

Véta 5.31 (Besselova nerovnost). Necht H je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht
Z1,..., T jsou ON vektory v ‘H. Pak pro kazdé ¥ € ‘H plati:

Diikaz. Rozepiseme nasledujici vyraz podle vlastnosti skaldarniho soucinu a vyuzijeme

poznamku 5.30:

0 < (7-SE (75T | 7 - T8, (71 7)7;)

= (- S a7 - S T (7 - S i)

- e 012 ) =
= (7Y, (@77 | 7) = |17)° - S (@] 7)1

Véta 5.32 (ON béaze). Necht H je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht X = (1, ..., %)
je ON soubor v ‘H. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

1. X je baze.

2. Pro kazdé ¥ € 'H plati:

3. Pro kazdé ¥,y € H plati:




5.3  Ortogonalni doplnék

4. Pro kazdé ¥ € H nastavd Parsevalova rovnost:
2 n
— —| = 2
12" = > (2| Z) .
i=1

Diikaz. Staci dokazat cyklus implikaci.
e 1. = 2.: Plyne z dusledku 5.21.

e 2. = 3.: Staci pfedchozi rovnost vynasobit skaldrné vektorem ¢ a vyuzit vlastnosti

skalarniho soucinu.
e 3. = 4.: Dostaneme dosazenim ¢ = 7.

e 4. = 1.: X je LN. Jelikoz pro kazdé ¥ € H nastava rovnost v Besselové nerovnosti,
vidime okamzité z dikazu véty 5.31, ze kazdé & lze napsat jako >0 | (| Z;) ;. Tudiz
X je baze. m

t44

Poznamka 5.33. Parsevalova rovnost 4 je specialnim pifpadem Besselovy nerovnosti. 4°

Nastava pro kazdy vektor, pravé kdyz prislusny ON soubor tvori bazi.

Ukol 5.34. Necht H je vektorovy prostor nad télesem 7. Gramovou matici ¢ vektort
Z1,..., Ty 2z H rozumime ¢tvercovou matici G radu n definovanou pro kazdé 7,7 € n jako
Gi; = (Z;|%;). Jeji determinant nazyvame gramianem. Dokazte, ze vektory 27,..., 7,

jsou LN, pravé kdyz gramian je nenulovy.

5.3 Ortogonalni doplnék

Definice 5.35. Necht H je vektorovy prostor nad télesem T. Necht M C H, M # (.

Ortogonalnim doplinkem M do H nazveme mnozinu
M+ ={Z € H | (Z|7) =0 pro kazdé §7 € M}.

Véta 5.36 (Vlastnosti OG dopliiku). Necht H je vektorovy prostor nad télesem T
aM CH,M +# (. Pak plati:

1. M- CcC H.

2. M C (M*)*

44 Marc-Antoine Parseval des Chénes [vyslovnost ,parseval“] (1755-1836), francouzsky matematik
45Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), némecky astronom, matematik a geodet
46N4zev matice nevyjadiuje jeji hmotnost, nybrz odkazuje na matematika Grama, ndm znamého

z Gramova—Schmidtova OG procesu.
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Dikaz.

1. M+ #£ 0, protoze 0 € M*. Necht 7,7 € M+ a a € T, pak pro kazdé 7 € M
plati (Z1|y) = 0 a (Z2]y) = 0. Odtud (aZ) + Z2|y) = a(Z1|Y) + (2| y) = 0, tedy
ar] + T € M+,

2. Platnost inkluze plyne ptimo z definice ortogonalniho doplnku. O]

Ctenafi jisté uz vrta hlavou, jestli je slovo doplnék dobie zvolené. To jest, zda OG doplnék

podprostoru je také jeho doplitkem. Odpovéd dava nasledujici véta. 47

Véta 5.37 (OG rozklad). Necht H je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht P CC H
a dim P < 4o00. Pak plati:

1. H=Pa® P
2. (PL)L = P.
Dukaz.

1. Osetifime dva pripady.

o Jeli P= {0}, pak Pr =H aH={0}DH.
e Necht P # {0}, pak existuje ON baze P. Oznacme ji (Zy,...,Z,). Pro kazdé
T € H plati, ze ¥ — Y1 (Z|%;)Z; je kolmy na Z; pro kazdé j € n podle
poznamky 5.30. Tudiz je kolmy i na vSechny vektory z P. Odtud plyne, Ze
=Y (¥|5)7; € P
i=1
Jelikoz S0 (Z|Z)T; € P, je tim dokézéno, ze H = P + P+. Direktnost
soudtu plyne z faktu, Ze P N P+ obsahuje vektory kolmé na sebe sama, tedy
PN Pt ={0}.
2. Uz vime, ze P C (P+)*.
(PH)t C P: Podle jiz dokdzaného prvniho bodu pro kazdé # € (P+)t C H existuji
pe Paqge Pttakové, ze ¥ = j+ ¢. Dokdzeme-li, ze ¢ = 0, pak bude jasné, ze

Z € P. Provedeme skaldrni soucin s vektorem ¢ a dostaneme:

(1) = (P1a) + (q]9)-

Z definice OG dopliku je zfejmé, ze (| ¢) = 0 a zaroven (p|q) = 0, proto (¢|q) = 0,
tedy ¢ = 0. n

47Zvidavy Ctendi se mozna také ptd, zda je predpoklad kone¢né dimenze podprostoru P ve vété 5.37
nezbytny. V tuto chvili ano, protoze bychom obecnéjsi znéni s aktudlnimi znalostmi jesté neuméli dokazat.
Ale jak ukaze funkcionalni analyza, v Hilbertovych prostorech bude tvrzeni platit i pro podprostory

nekonecné dimenze, pokud budou ovSem tzv. uzaviené.
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Definice 5.38. Necht P CC H anecht ¥ € H. Je-li ¥ = Zp+Tp., kde Tp € Pa Tp. € P,
pak vektor Zp se nazyva ortogonalnim primeétem ¥ do P.

Uveédomme si také souvislost s projektory: Zobrazeni, které vektoru prirazuje jeho OG
primét do P, je projektor na P podle P+.

Poznamka 5.39. V dukazu prvniho bodu véty 5.37 je uvedeno, jak lze OG prumét & do

P konstruovat, zname-li ON bazi (¥, ...,,) prostoru P. Plati:

= SOUE| 7)), (6)

j=1
V prikladech bude ovsem vyhodnéjsi konstruovat OG praméty jinymi zptisoby.

o +

8y

Obrazek 10: Ortogonélni primét vektoru na primku.

Poznamka 5.40. V eukleidovském prostoru R? odpovida primét vektoru nasi piedstavé
kolmého promitani. Napf. pro podprostor P = [é}],, tedy primku odpovidajici ose z, je

OG prumét 7 = (xl) podle pozndmky 5.39 roven Zp = (Z|€))é; = x1€;. Viz obrazek 10.
T2

1 =Y

Obrazek 11: Ortogonalizace vektorii v eukleidovském prostoru R3.

Poznamka 5.41. Vratme se jesté jednou ke Gramovu—Schmidtovu ortogonalizacnimu

procesu a vsimnéme si, jak se da proces popsat pomoci pojmu OG pramét.
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Pripomenme, ze tlohou je zkonstruovat k danym LN vektorim ¥4, ..., x, OG vektory
Ui, .., Un takové, ze [T, ..., Zk|x = [U1, - - ., Uk]x pro kazdé k € n. Odvodili jsme vzorec (5)
pro vypocet i1, mame-li zkonstruované v, ..., yx:
Gierr = Fepr = Doy = Frn — 3 (Fnn L) i
j=1 Il j=1
Jelikoz 41, . .., 4k jsou OG vektory, ||y~11||?71> cee Hy}k”y}; jsou ON vektory. Miizeme proto psat
Upt1 = Tre1 — (Txg1) p, pricemz P = [41,. .., Uk]x. Neboli gy, ziskdme tak, ze si z Tx g

nechdme pouze ¢ast, kterd je kolma na P, a patii tedy do P*.
Na obrazku 11 je ilustrace Gramova—Schmidtova OG procesu, kterym ortogonalizujeme

vektory T, o, T3 v eukleidovském prostoru R3.
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6 Metrickd geometrie

Jedna se o linedrni geometrii ve vektorovych prostorech se skalarnim sou¢inem. V takovych

prostorech budeme navic umét meérit vzdalenosti a thly.

V celé kapitole uvazujeme pouze T = C nebo T = R, pracujeme totiz se skalarnim

soucinem.

6.1 Vzdalenosti

Definice 6.1. Necht je ddn vektorovy prostor H nad télesem T a M, My C H, M, My # ().

Pak vzdalenosti mnozin M; a M, nazveme cislo
p(Ml,Mg) = mf{Hf— g” | e Ml,gj'e Mg}

Poznamka 6.2. Diky neprazdnosti mnozin M; a My je p(My, M) # +oo a diky neza-
pornosti normy je p(My, My) > 0. 48

Priklad 6.3. I v piipadé, ze M;N M, = (), mize byt vzdalenost M; a My nulova. Napriklad
v prostoru R! indukuje standardni skaldrni sou¢in normu ||Z|| = ||(z1)|| = |21|. Ctenai
si snadno rozmysli, ze pak vzdalenost otevienych intervala M; = (0,1) a My = (1,2) je

rovna nule.
Popiseme nyni nékolik pripadu, kdy lze vzdalenost pocitat jednoduseji nez primo z definice.

Véta 6.4 (Vzdalenost bodu od podprostoru). Necht je dan vektorovy prostor H nad
telesem T'. Necht @ € H, P CC ‘H a dim P < +o00. Pak p(a@, P) = ||dp-||.

Diikaz. Podle definice je p(@, P) = inf{||@ — &|| | ¥ € P}. Ukazme nejprve, ze p(d, P) >
||@p1]|. Koneénou dimenzi potfebujeme, abychom mohli pouzit vétu 5.37 o OG rozkladu.

Pro kazdé ¥ € P plati podle Pythagorovy véty:
@ — Z* = l|laps + (@p — DI = llap |” + llap — 2" > [|@p- |

Proto plati také nerovnost ||@ — Z|| > ||dp|.
P1i volbé & = dp dokonce nastava rovnost ||@ — Z|| = ||@p.||, proto je infimum rovno

minimu, a to p(@, P) = ||dp.]||. O

Poznamka 6.5. V eukleidovském prostoru R? a R? (viz obrdzek 12) odpovidd vzdalenost
bodu od primky ¢i od roviny nasi predstavé — z bodu se spusti kolmice na primku ¢i rovinu

a jeji délka se zméri.

48Vzd4lenost mnozin M a Mo se znaéi nékdy d(My, M») podle anglického vyrazu distance pro vzdélenost.
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Ql

/

Obrazek 12: Vzdéalenost bodu od podprostoru v R3.

Také vzdalenost dvou linearnich variet lze prevést na vzdalenost bodu od podprostoru.

Véta 6.6 (Vzdalenost variet). Necht je dan vektorovy prostor H nad télesem T'. Necht
W1 a Wy jsou linearni variety v ‘H a necht a; € Wi a dy € W,. Pak plati:

p(Wi, Wa) = p(@r — dz, Z(Wh) + Z(W2)).
Diikaz. Jelikoz Wy = a; + Z(W) a Wy = dy + Z(W3), mame:
p(W1, Ws) = inf{||d; + &) — dy — 8| | 1 € Z(W1), 8, € Z(Ws)}.
Ztejmé plati také rovnost:
{||@1 4+ 81 —dy — 55| | 51 € Z(Wh),8 € Z(Wa)} = {||d1 —day — 8| | §€ Z(W1) + Z(Ws)}.
Tim je ditkaz hotov, nebof podle definice vzdalenosti mnozin plati:
inf{||@d; —dy — 8| | §€ Z(W1) + Z(W3)} = p(ay — dz, Z(W7) + Z(Ws)). O

Poznamka 6.7. Specidlnim pripadem véty 6.6 je vzdalenost bodu b od linearni variety
W =a+ Z(W). Plati, ze p(b, W) = p(b — @, Z(W)). Slovy: ,Posunuti cel¢ konfigurace
o vektor d, to jest tak, aby se posunuty podprostor vratil do poc¢atku, vzdalenost neméni. “
Pro zjednoduseni vypoctu vzdalenosti bodu od nadroviny potiebujeme zavést pojem

normalovy 4 vektor. Pfi té piileZitosti také popiSseme nadroviny a posléze viechny linearni

variety v prostorech se skalarnim souc¢inem pomoci tzv. norméalovych rovnic.

6.2 Popis nadrovin

Definice 6.8. Necht je dan vektorovy prostor H nad télesem 7" a necht W je linearni
varieta v H. Pak kaZzdy nenulovy vektor iy € Z(W)+ nazveme normalovym vektorem
variety W.

49Gtejné jako norma pochézi i slovo normélovy z latiny. Normalis znameny vyrobeny podle tesaiského

uhelniku nebo svirajici pravy thel.
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6.2 Popis nadrovin

Véta 6.9 (Nadrovina v H). Necht je dan vektorovy prostor H nad télesem T, o € T
aii € H,i#0. Pak {# € H | (£|7) = a} je nadrovina v H.

Diikaz. Definujme o(Z) = (Z|7) pro kazdé & € H. Z linearity skaldrniho soucinu v prvnim
argumentu vidime, Ze ¢ € H#. Z nenulovosti 7@ plyne, Ze ¢ # . A nenulovy funkcional

opravdu definuje nadrovinu, jak vime ze zimniho semestru. O]

Véta 6.10 (Varieta jako prinik nadrovin v H). Necht je dan vektorovy prostor H nad
télesem T, kde dim H < 400, a necht W je linearni varieta v ’H a codimW = k € N. Pak
existuji LN vektory ny,...,nx z H a ¢isla aq, ..., a4 € T tak, ze

W= [{ZeH|[(Z]i) = o}

.
Il ) =
—

Diikaz. JelikoZ jsou splnény piedpoklady véty 5.37, plati Z(W) @ Z(W)+ = H. Protoze
dale codimW = k, plyne odtud, Ze dim Z(W)+ = k. Uvazujme libovolnou bazi Z(W)+
a oznacme ji (7, ..., 7). Vezméme déle @ € W a pro kazdé i € k polozme oy = (@| ;).
Ovéime, ze @+ Z(W) = N {7 € H | (Z|7;) = oy}

e Inkluze @+ Z(W) C N, {7¥ € H | (¥|7;) = a;} plati evidentnd.

o NP {7F € H | (Z|H;) =} Ca+ Z(W): Necht ¥ € H splituje (¥|7;) = a; pro kazdé
i € k, potom 7 — @ splituje (¥ — d|n;) = 0 pro kazdé i € k. Jelikoz je vektor 7 — @
kolmy na viechny bazické vektory Z (W)™, je kolmy také na kazdy vektor ze Z(W)*.
Z faktu, ze (Z(VV)L)L = Z(W) jiz plyne, ze  —a € Z(W), tudiz ¥ € a+ Z(W). O

Definice 6.11. Rovnice (Z|7;) = o; pro kazdé i € k z véty 6.10 rozepsané po soufadnicich

nazyvame normalovymi rovnicemi variety W v prislusné bazi.

Poznamka 6.12. Normalové rovnice jsou zaroven neparametrickymi rovnicemi, které
zname ze zimniho semestru. (Plati totiz, ze pri daném vektoru 7 # 0 je vztahem o(T) =
(Z| 1) definovan linedrni funkcionél.) Pozdéji uvidime, ze na prostorech konecné dimenze se
skaldrnim soucinem jsou také jakékoliv neparametrické rovnice variety zaroven normdalovymi
rovnicemi. (V kapitole Rieszova véta a sdruzeny operator vyslovime totiz Rieszovu vétu,
podle které lze kazdy linearni funkciondl o psat ve tvaru ¢(z) = (Z|7) pro néjaké i # 0.)

Specidlné tedy plati, ze normdalové rovnice variety v dané bazi nejsou jednoznacné

urcené.
1 1

Priklad 6.13. Necht je dana pifimka W = | 2 | + 0 v eukleidovském prostoru R3.
3 -1

A
Najdéte normalové rovnice W ve standardni bazi.
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6 METRICKA GEOMETRIE

Reseni: Najdeme doplnék zaméreni:

0\ /1
Zowyt=111{,|o
0/ \1

Normalové rovnice ziskdme ze skaldrnich soucint:

CHED-CENED- CCHED-CENED

Normaélové rovnice jsou tudiz napt. y =2 a z + z = 4.

Nyni se mtizeme vratit k posledni vzdéalenosti, kterou se nauc¢ime pocitat jednodussim

zpusobem.

Véta 6.14 (Vzdalenost bodu od nadroviny). Necht je ddn vektorovy prostor H nad
télesem T, kde dimH < 400, a W je nadrovina v ‘H definovana rovnici (Z|fw) = a.
Necht b € H. Pak plati:

— g n —
7w ||
Diikaz. Necht @ € W. Pak s vyuzitim poznamky 6.7 a véty 6.4 mame:
p(b, W) = p(b—d, Z(W)) = [|(b— @) zw)- ||

Zdiraznéme, 7e fiy # 0, jelikoz W je nadrovina. Podle vzorce z poznamky 5.39 pro

vipocet OG primétu do Z(W)+ dostavame pii pouziti ON béze ( ﬁW) vztah:

7wl

(Blitw) —a_

p sl L N\ 1 (Bliw) — (@)
(b—a)zwL:<b—a = TLW> ———nw = - nw = = nw-
) 7w/ [l7iw| 7w || 7w ||

Norma OG pramétu je tudiz rovna:
(b 7iw) —al, (b 7iw) —
— s liwl === .
[7iw | izl

6.3 Uhly

Uz zname uhly mezi vektory v ‘H nad R. Nyni zavedeme pojem tuhlu jesté pro nékolik

specialnich typtt mnozin. *°

"0Definice thlu mezi pfimkami, pfimkou a nadrovinou a nadrovinami by bylo mozné zobecnit i pro
H nad C. Jelikoz ale v takovych prostorech nemame definovany thel mezi vektory, nemeélo by takové

zobecnéni dobry smysl.
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6.4 Vektorovy soucin

Definice 6.15. Necht je dan vektorovy prostor ‘H nad R, kde dim H < +o0, a necht p, ¢
jsou primky v ‘H a W, W; a W, jsou nadroviny v H.

e Uhlem mezi pFimkami p a ¢ nazveme &islo
(5 1 50)1
185111541

kde 5, respektive 5, je smérovy vektor primky p, respektive gq.

arccos

e Uhlem mezi primkou p a nadrovinou W nazveme c¢islo

T_ arccosw = arcsinw,
2 [15p | 72w [15p 1| 72w

kde 5, je smérovy vektor primky p a iy je normélovy vektor nadroviny W.

e Uhlem mezi nadrovinami W; a W5 nazveme c¢islo

aI‘CCOSK_??Wl |7”L_1)/[/2>"
(73w, (| |72,

kde 7y, , respektive 7y, je normalovy vektor nadroviny Wi, respektive Wi.

Poznamka 6.16. Ctenaf si rozmysli, Ze definice je korektni, tedy Ze pii riznych volbach

smérovych a normalovych vektort vychazi stale stejny thel.

Ukol 6.17. V prostorech dimenze dva, kde nadrovinami jsou p¥imky, ovéite, Ze vypoctem

podle vsech tii definic vyjde stejny tihel.

Poznamka 6.18. Vyse definované uhly nabyvaji hodnot mezi nulou a 7. To odpovida
v R? a R? faktu, Ze napf. za tihel mezi pfimkami povazujeme vZdy nulovy, ostry nebo
pravy thel. Pri riznych volbach smérovych vektort primek dostavame totiz pro tihel mezi
témito vektory dvé riizné hodnoty (pokud nejsou vektory kolmé): ¢ a m — ¢. Uhlem mezi

uvazovanymi primkami je potom podle definice mensi z téchto ¢isel. Viz obrazek 13.

6.4 Vektorovy soucin

L umoziiuje snadno hledat normaly k ro-

Motivace. V geometrii ndm vektorovy soucin
vindm (to se hodi napf. v pocitacové grafice) a poskytuje v kombinaci se skaldrnim
sou¢inem jednoduchy vzorec pro vypocet objemu rovnobéznosténu. S obéma souciny se

lze setkat v teorii kvaterniont. °? Pravé kvaterniony se staly inspiraci pro Maxwellovy

5IN4zev vektorovy soudin je odvozen z faktu, Ze vystupem je vektor, zatimco u skaldrniho soudinu je
vystupem skaldr, tedy ¢islo.

S2William Rowan Hamilton (1805-1865), irsky matematik, fyzik a astronom, zavedl v roce 1843
kvaterniony, coz je nekomutativni rozsifeni oboru komplexnich ¢isel. Lze je definovat jako uspotradané
¢tverice redlnych Cisel se specidlné definovanymi operacemi s¢itdni a nasobeni. Jsou-li « a y kvaterniony
s prvai slozkou nulovou (zbylé slozky oznacme Z, resp. #), potom jejich soucin mé prvnf slozku rovnou

zdporné vzatému skaldrnimu soucinu —(Z| ) a zbylé slozky vektorovému soudinu & x .
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6 METRICKA GEOMETRIE

Ws

Obrazek 13: Uhel mezi pfimkami, pfimkou a rovinou a rovinami v eukleidovském

prostoru R3.

rovnice elektiiny a magnetismu. 3 Tyto rovnice zjednodusili do dnesni podoby Gibbs *
a Heaviside. 5° Jimi zavedens vektorovd analyza, kterd pracuje s diferencialnfmi operdtory
divergence (vyuzivajici skalarniho soucinu) a rotace (vyuzivajici vektorového soucinu), se

pouziva v mnoha oblastech fyziky k vyjadreni zakonti zachovani hmoty, hybnosti a energie.

Definice 6.19. Necht 7,7 € R? se skaldrnim soucinem (.|.). Vektorovym soucinem
T X i nazveme vektor Z € R? splitujici:
1. Z1%, Z1y,

2. 1217 = 1217191 — (21 )%,

53 James Clerk Maxwell (1831-1879), britsky fyzik
54 Josiah Willard Gibbs (1839-1903), americky matematik, fyzik a chemik
% Qliver Heaviside (1850-1925), britsky matematik a fyzik samouk
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6.4 Vektorovy soucin

1 Y1 2 € U1 21
3. | @y yo 2| =0, kde @ = |z |, ¥= Ya | » 7=z
T3 Ys =3 €3 Y3 z3

Poznamka 6.20.

e Vektorovy soudin @ x ¢ = 0, pravé kdyz @ a ¢ jsou LZ vektory. Z druhé podminky
totiz plyne, Ze nulovou normu ma & x ¢/, pravé kdyz nastava rovnost v Cauchyho—

Schwarzové nerovnosti.

e Jsou-li ¥ a yy LN vektory, pak je opét vektorovy soucin & x f urcen tfemi podminkami
z definice jednoznacné. Prvni urcuje ptimku, na niz lezi. Druha urcuje velikost. Treti

urcuje smér. Viz obrazek 14.

\

Xy

<y

Xy

S

Obrazek 14: Vektorovy soucin 7 x 7 v eukleidovském prostoru R3.

Ukol 6.21. ** Soubor (Z,7, Z), ktery spliiuje tieti podminku z definice vektorového
soucinu, nazyvame pravotocivym. Dokazte, ze tfeti podminka opravdu odpovida nasi
predstavé pravotocivosti, tedy faktu, ze pokud pravou rukou otac¢ime ve sméru ihlu od
7 k ¢ (uvédomme si, ze thel nabyva hodnot jen od nuly do 7), pak palec smétuje do
poloprostoru, ktery obsahuje vektor z. K pravdivosti tvrzeni je jesté tfeba predpokladat,

ze standardni bazi malujeme pravotocivé, coz opravdu disledné délame.

Dusledek 6.22. Necht Z, i € R? se skaldrnim soucinem, & # 0, § # 0. Ozna¢me ¢ tihel
mezi ¥ a Y, pak plati:
12 gl = [IZ][|7]] sin .
Diikaz. Podle druhého bodu definice vektorového soucinu vime, ze
l#xgI° = 1Z1°1901° - @19 = 121917 (1 - i)
= [ZI*11*(1 = cos*) = [[Z]*[|7]]* sin® .
Jelikoz 0 < ¢ < 7, je sing > 0. Proto odmocnénim vyse uvedené rovnosti dostavame

dokazované tvrzeni. O
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6 METRICKA GEOMETRIE

Poznédmka 6.23. Cislo ||# x ¢|| tedy v eukleidovském prostoru R odpovida obsahu

rovnobéznika daného vektory ¥ a . Viz obrazek 14.

Véta 6.24 (Vypocet vektorového soucinu). Necht X = (¥, @2, T3) je pravotociva ON bdze

(651 51

—

R3 se skaldrnim soucinem. Necht 7,7/ € R3, (Z)x = [ as | a (§)x = | B2 |. Potom plati:

a3 53

ay B
as B3
@ xe=| |23
ar B
ay B

Diikaz. Ozna¢me 2 vektor splnujici:

ay By
Qa3 g?)
s o

D=1l 5,
a; B

Qg 52

—

K dukazu, ze 27 = ¥ X v/, je tieba ovérit tri axiomy vektorového soucinu.

1. Podle véty 5.32 plati:
3
(@ 2) =D _(Z]7)(7] 7).
i=1
Ze znalosti Fourierovych koeficientu (soufadnic v ON béazi) dostavame:

g 51

(&%) 52

(&) 52

+ Qo
as B3

+ a3

Z<f|@><5|f¢> =m

Tento vyraz ovsem vznikne rozvojem determinantu urcité singularni matice podle

posledniho sloupce:

aq 51 aq
g [ az f33 ar B B B
aq +042 +063 = |Q9g 62 (0] —0
as B3 ar B ay By o 6 o
3 P3 a3

Tim je dokéazano, ze ¥ z. Podobné se ukaze, ze y_LZz.

2. Opét s vyuzitim véty 5.32 a znalosti Fourierovych koeficienti odvodime:

2 2

3

-2 —| =
1217 = > _(7]2)* =

=1

a3 53

aq 51

(D) 52

Qg 53

2
+ aq 51
(8% 52

I
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6.4 Vektorovy soucin

3
171 = (7| 7)° = af + a3 + a3,
i=1
2 ’ 2 2 2 2
1717 = >_(717:)* = Br + B2 + Bs,

i=1
3 3
(@|y) = Z<f|fz><37|fz> = Zazﬂz‘-
i=1 i=1
Roznéasobenim pak dostaneme kyzenou rovnost:

1217 = 117091 — (@1

3. Oznac¢me X matici, jejiz sloupce jsou poporadé vektory ¥y, Zo, ¥'3, a A matici, jejiz

sloupce jsou poporadé vektory &, v, Z. Pak plati:

az P2

ar B as B

A:X (0] 62 as Ps
ar B

ar B

as 33 O; ﬂl

Dle predpokladu véty je det X > (0. Déle rozvojem determinantu dle tfetiho sloupce

ziskame:
az f2
aq 51 as Bs ) )
04/8&363—&252 a353+041ﬁ1 >0
2 P2 = > 0.
ar B az s ar B ay B
ar B
as s a; ,8:

Odtud podle vztahu pro determinant souc¢inu matic plyne, ze det A > 0, coz jsme
chtéli dokazat. O

Véta 6.25 (Vlastnosti vektorového soucinu). Necht T, ¥, Z € R? se skaldrnim soucinem,
a € R. Pak plati, ze vektorovy soucin je:
1. antisymetricky, tj. ¥ x ¥ = —(Z x ¥)),

2. linearni v obou argumentech, tj.

(@f +§) x 7= (@ x 2) + (§ x 2),

Dikaz.

1. Plyne z véty 6.24 a ze zmény znaménka pti zaméné sloupcti v determinantu.
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Qg B 71
2. Necht X je pravotocivdi ON béze R®* a (Z)x = | as |, @)x = | B |, D)x = |7
as B3 V3
S vyuzitim n-linearity determinantt mame:

aag + B2 7o Q2 V2 B2 72

aaz + 3 73 a3 V3 B3 73

oz + O3 s | _ o143 V3] o Bs 73

aoy + 1 a1 N 1 m

aag + 51 M a1 M B M

aay + B2 Yo Qg Y2 B2 72

To ale podle véty 6.24 znamend prave identitu ((aZ + ¢) x 2), = a(TXx2)x+(¥X 2) x

Odtud jiz je zfejma linearita v prvnim argumentu. Podobné se ukéze linearita ve

druhém argumentu. O
aq bl C1

Priklad 6.26. Je dan rovnobéznostén urceny vrcholy @ = | as ,1; =|b|lac=|cl,
as bs C3

tj. mnozina {ad + 65%— ~ve | o, 8,7 € (0,1)}. Ilustrace je na obrazku 2. Dokazte, ze potom
pro jeho objem plati:

a, by

V =|det |ay by co

as by c3
Tato tdloha byla zadana jiz v kapitole o determinantech. OvSem az nyni se znalosti
skalarniho a vektorového soucinu se stava trivialni.
ReSeni: Objem rovnobé&znosténu je dan vzorcem V = Sv, kde S je obsah podstavy a v je
vyska. Obsah podstavy dané vektory @ a l;je podle poznamky 6.23 roven ||@ x g|| Vyska
je rovna normé OG prumétu ¢ na normalu (pfimku danou normélovym vektorem) roviny
podstavy P = [@,b]y. Jelikoz ——(@ x b) je ON béze P*, dostaneme OG priimét podle

IIﬁ Bl
vzorce v poznamce 5.39:

1 ad 1 =
5PL:<8 — q(ﬁxb)>q —(d x b)
1@ > b l@ > b
Proto v = ||cp1]|| = [elaxb| - glkem tedy V = (€@ x b)|. Podle véty 6.24 plati:

IIH B

as b as b a; b a byoa
= |cpdet 27 + codet 3 + csdet P = |det as by co |,
as b3 a; b as by
as b3 C3

pricemz v posledni rovnosti jsme vyuzili rozvoj determinantu podle posledniho sloupce.
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7 Rieszova véta a sdruzeny operator

Motivace. Rieszova véta (nékdy nazyvand Rieszova véta o reprezentaci) je dulezité
matematické tvrzeni z oboru funkcionalni analyzy. Tato véta umoznuje reprezentovat
linearni funkciondly na prostoru se skalarnim soucinem jistym prvkem tohoto prostoru,
odhaluje tedy jedno-jednoznacny vztah mezi prostory se skalarnim soucinem a prostory
k nim dualnimi. Dale dava tato véta dobry smysl hojné uzivané braketové symbolice,
protoze kazdému linedrnimu funkcionalu (znacenému (p| a nazyvanému téz bra-vektor)
odpovida jediny vektor (znaceny |p) a nazyvany ket-vektor). 5¢ Rieszova véta je také

nezbytna pro zavedeni sdruzenych operatort.

V celé kapitole uvazujeme pouze T = C nebo T' = R, pracujeme totiz se skaldrnim

soucinem.

7.1 Rieszova véta

Necht je dan vektorovy prostor H nad télesem T a necht ¢ € H. Definujme funkcional
¢ predpisem p(Z) = (Z|y) pro kazdé & € H. Pak je ¢ diky linearité skaldrniho soucinu
v prvnim argumentu linearni funkcional. Na otazku, zda lze naopak kazdy linearni funkcio-
nal na H zapsat pomoci skalarniho soucinu, dava na prostorech konecné dimenze odpoved

Rieszova véta. 7

Véta 7.1 (Rieszova). Necht je ddn vektorovy prostor H,, nad télesem T'. Je-li o € (H,)¥,
pak existuje pravé jeden vektor § € H, takovy, ze o(Z¥) = (Z|y) pro kazdé ¥ € H,,.

Diikaz. Dokézeme jednoznacnost a existenci. Diikaz rozdélime na dva pripady — pro nulovy

a nenulovy funkcional.
o Je-li ¢ = O, pak evidentné existuje jediny takovy vektor ¢ = 0.

e Je-li p # O, pak h(p) = 1 = codim ker ¢. Podle véty 5.37 mame dim(ker )t = 1.

Necht # je bazicky vektor (ker )t a ||i]| = 1. Pokud 4 m4 spliiovat (%) = (F]%)
pro kazdé T € H,, pak specidlné pro & € ker ¢ plati 0 = (Z| 7). Tudiz 7 € (ker p)*,
tj. ¥ = au pro néjaké o € T. Najdéme « dosazenim & = u:

— —

p(@) = (@] od) = dl|T|” = a.

56Braketova notace se rozsfiila zejména v kvantové mechanice. Symboliku piedstavil v roce 1939 Paul
Dirac, proto se ji také fika Diracova. Termin braketova pochézi ze slova bracket, coz je anglicky zavorka.
Levé strané reprezentujici funkcionély se proto fiké bra (.| a pravé strané symbolizujici vektory ket |.).
S timto znacenim také souvisi ndmi zvoleny zapis skaldrniho soucinu (. |.).

STFrigyes Riesz [vyslovnost ,ris“] (1880-1956) byl madarsky matematik s vyznamnym piinosem v oblasti
funkcionalni analyzy. Upozornujeme ¢tenafe zejména na spravnou vyslovnost jeho jména. Studentam se

stava, ze autorstvi véty pripisuji RiSovi misto Rieszovi.
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7 RIESZOVA VETA A SDRUZENY OPERATOR

Jedinym kandiddtem na ¥ je proto ¢(@)u. Ovéime, zZe spliuje ¢(Z) = (Z|y) pro
kazdé ¥ € H,,. Berme libovolné ¥ € H,,, pak existuje jediny rozklad ¥ = @ + b, kde
@ekerpabe (kerp)t, tedy b = Bi. Odtud mame:
p(7) = ¢(@) + () = 0 + Sep(a).
Zéaroven plati:
(@15) = (@+ 8 [f(@)i) = p(@)(@|7) + (@)@ 0) =0+ Bel@). T

Poznamka 7.2. Jiz v poznamce 6.11 jsme avizovali, Ze norméalové a neparametrické

rovnice linearnich variet jsou stejné na prostorech se skalarnim soucinem konecné dimenze.

Rieszova véta dokazuje, ze tomu tak opravdu je.

7.2 Sdruzeny operator

Definice 7.3. Necht je dan vektorovy prostor H,, nad télesem T"a A € L(H,,). Pokud
B € L(H,) a B spliuje pro kazdé Z, 3 € H,, vztah:

(AT[g) = ([ BY),
pak B nazveme sdruzenym operatorem k A a znac¢ime A*.

Jak uvidime v nasledujici vété, sdruzeny operator k A je vzdy pravé jeden, proto ma smysl
zavést pro néj specidlni symbol A*. *® Nez vétu vyslovime, uvedme jesté pomocné lemma,

které opakované vyuzijeme v jejim dikazu.

Lemma 7.4. Necht je dan vektorovy prostor H nad télesem T' a i € H. Pokud (Z|y) = 0
pro kazdé @ € H, pak ¢ = 0.

Diikaz. Dosadime-li # = i, potom méame ||77]|* = 0, tudiz i = 0. O

Véta 7.5 (Existence a jednoznacénost sdruzeného operatoru). Necht je ddn vektorovy

prostor H,, nad télesem T a A € L(H,). Pak existuje pravé jeden sdruZeny operator k A.
Diikaz.

e Existence: Definujme pro kazdé y € H,, funkcional

wg(Z%) = (AZ|y) pro kazdé & € H,,.

S8Premyslivy ¢tenaf mozna hloubd, zda neplati Rieszova véta i na prostorech nekone¢né dimenze. Ve
funkcionalni analyze se dozvite, ze v Hilbertovych prostorech nekone¢né dimenze opravdu plati.

99V kvantové mechanice se ¢asto uzivéa znaceni A, zejména pii praci s braketovou symbolikou. Objevuje
se ale tTeba i znaceni A.q.
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7.2 Sdruzeny operator

Z linearity skaldrnfho souc¢inu v prvnim argumentu a linearity A plyne, Ze ¢z € (H,)*.
Podle Rieszovy véty existuje pravé jeden vektor Z spliujici ¢z(%) = (Z|Z) pro
kazdé ¥ € H,. Polozime-li A*y = Z, pak A* bude zobrazeni a bude splnovat
(AZ|y) = (]| A*y) pro kazdé T,y € H.,.

Zbyva ovérit linearitu A*. Necht 4y, 45 € H, a o € T, potom pro kazdé ¥ € H,, plyne

z antilinearity skalarniho souc¢inu ve druhém argumentu a z definice A*:

(AZ]agy + 1) = a(AZ|41) + (AZ[ 1)
= a(Z|A*p) + (| A* )

Zaroven (A7 |ayy + y2) = (Z| A*(ath + ¥2)). Odectenim vyrazi dostavame:
(T]aA™ G + A" — A™(agh + 2)) = 0.
Jelikoz vztah plati pro kazdé & € H,,, plyne z lemmatu 7.4 kyzena rovnost:
Aoy + §2) = aA%j + A .

Jednoznacnost: Necht B € L£(H,) a pro kazdé @,y € H,, plati, ze (AZ|y) = (¥| BY).
Uvazujme zaroven zobrazeni A* definované v predchozim bodé. Pak odec¢tenim

ziskdme pro kazdé & € ‘H,, rovnost:
(Z| By — A*y) = 0.

Podle lemmatu 7.4 plati By = A*y pro kazdé v € ‘H,,, tedy B = A*. m

Véta 7.6 (Vlastnosti sdruzeného operatoru). Necht je dan vektorovy prostor H, nad
teélesem T'. Necht ddle A, B € L(H,) a o € T. Pak plati:

1.

2.

(A+ B)* = A* + B*.

(aA)* = @A
(AB)* = B*A*.
(A*)* = A.

I =1

0+ = 0.

Je-li A regularni, potom A* je také regularni a spliuje:
(A*)—l — (A_l)*.
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7 RIESZOVA VETA A SDRUZENY OPERATOR

Dikaz. Necht Z,y € H,, pak plati:

1. ((A+ B)Z|y) = (AZ+ BZ|y) = (AZ|y) + (BZ|y) = (Z| A*Y) + (Z| B*Y)
= (Z|A)+ BYy) = (Z| (A" + B")y).
Jelikoz sdruzeny operator je jediny, je timto dokdzdna rovnost (A + B)* = A* + B*.
2. ((@A)Z]y) = (a(AT) ) = a(AZ|y) = a({Z| A*y) = (T|a(A"))) = (Z] (@A")y).

3. (AB)Z|y) = (A(BT)|y) = (BZ| A™y) = (Z| B*(A"Y)) = (T|(B"A")y).

4. (AZ|y) = (§| A*T) = (AF|Z) = (T| Ay).
5. (IZ|§) = (T|I7).
6. (OF| ) = 0 = (Z| Op.

7. Pouzitim jiz dokdzaného tretiho a patého bodu méme A*(A~1)* = (A 1A)* =" = 1.
Odtud jiz plyne (A*)~! = (A71)*, tedy i regularita A*. O

Nyni objasnime, jak souviseji matice operatoru A* a operatoru A, a nasledné prozkoumame

vztah determinant a spekter A* a A.

Véta 7.7 (Matice sdruzeného operdtoru). Necht je ddn vektorovy prostor H,, nad téle-
sem T'. Necht A € L(H,) a X je ON baze H,. Pak plati:

Diikaz. Oznaéme X = (Zy,...,Z,). S vyuzitim ortonormality béze (i-td4 soufadnice je

rovna i-tému Fourierovu koeficientu) a vlastnosti skalarniho sou¢inu dostavame pro i, j € n:

[M(AN]y = 2] (A*F;) = (A% |T) = (] AL)

= (A7,[7)) = 2f(A7) = [YA; = [("4)"];. .

Diusledek 7.8 (Determinant sdruzeného operatoru). Necht je dan vektorovy prostor H.,
nad télesem T'. Necht A € L(H,). Potom det A* = det A.

Diikaz. Uvazujme ON bazi X prostoru H,. Podle definice determinantu operatoru plati
rovnost det A = det(¥A). Ddle mdme s pouZitim véty 7.7 a faktu, Ze determinant se

transponovanim matice nemeéni, nasledujici vztah:

det A* = det("(A")) = det ((*4)") = det ((*4)") = det(¥A). O

Priklad 7.9. Necht C? je unitdrn{ prostor a A € £(C?) spliiuje pro kazdé T = (m) c C3:

x3
iﬂ?l — 2.1’2
Ax = —iZEQ +x3 .

0
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7.3 Normalni operatory a normélni matice

Najdéte predpis pro A*¥ pro kazdé T € C3.

i -20 -1 00
Reseni: Jelikoz A = (0 i 1), dostavame podle véty 7.7, ze §(A*) = (A)H = (—2 i 0).
000 010

1 —il’l
Proto pro kazdé ¥ = (m) € C3 plati, ze A*T = (—Qxl + il’g) )

X3 xQ

Véta 7.10 (Spektrum sdruzeného operatoru). Necht je dan vektorovy prostor H,, nad
télesem T'. Necht A € L(H,,). Potom X € o(A), pravé kdyZ X € o(A*).

Diikaz. Necht X je ON baze H,,. Ozna¢me A = YA, potom podle véty 7.7 plati A7 = ¥(A*).

Jelikoz se transponovanim nemeéni determinant matice, je jisté pro kazdé t € C pravda:

det(A — tI) = det(AT — ¢I) = det(AH —71).

Odtud pro charakteristické polynomy operatori A a A* plyne, ze pa(t) = pa«(f) pro
kazdé t € C. Pokud je T = C, dostavame, ze A\ € p;'(0) = o(A) pravé tehdy, kdyz
X € pai(0) = o(A%). Pokud je T = R, pak ziejmé plati, ze A € p;'(0) NR = o(A) pravé
tehdy, kdyz A € p;+(0) NR = o(A4*). O

Poznamka 7.11. Specialné nad télesem R lze komplexni sdruzovani vynechat, tj. plati,
ze 0(A) = o(A%).

7.3 Normalni operatory a normalni matice

Motivace. Podtiidy normalnich operatori — hermitovské a unitarni operatory — hraji
zasadni roli v matematické formulaci kvantové mechaniky. Fyzikalnim stavim odpovidaji
vektory v komplexnim Hilbertové prostoru. Pozorovatelné — veli¢iny, které jsou méritelné
fyzikdlnim experimentem — jsou reprezentovany hermitovskymi operatory. Jako vysledky
méteni ziskavame vlastni ¢isla pozorovatelnych. Ta jsou diky hermitovskosti redlna. Casovy
vyvoj systému zase popisuji evolucni operatory, coz jsou unitarni operatory. Diky unitarité
zachovavaji velikost vektort.

S normalnimi operatory a normalnimi maticemi se ale setkate i jinde. My uz jsme
videéli souvislost mezi hermitovskymi maticemi a hermitovskymi formami. Blizsim studiem
hermitovskych matic se nam ted navic podafi odvodit spektralni kritérium, na jehoz

zakladé 1ze rozhodnout o charakteru kvadratické formy.

Véty v této kapitole budou vysloveny pro prostory H, nad télesem C. V poznamkach,
které pro zvyraznéni nazveme ,realné poznamky“, uvedeme, jak by prislusna tvrzeni

vypadala nad télesem R. Proto jesté nez vyklad zacneme, mame pro ¢tenare tkol.
Ukol 7.12. * Dokazte viechna tvrzeni z ,redlnych pozndmek*.
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7 RIESZOVA VETA A SDRUZENY OPERATOR

Dalsi zvlastnosti této kapitoly je fakt, ze se nejprve budeme zabyvat normalnimi operatory,
az poté normalnimi maticemi, zatimco v ostatnich kapitolach jsme vzdy pojmy nejprve
definovali a zkoumali pro matice, a az poté pro operatory. Diivod je ten, ze Rieszova véta
dava prirozené vzniknout sdruzenému operatoru, zatimco konstrukce sdruzenych operatort

pomoci hermitovsky sdruzenych matic by souvislost s Rieszovou vétou neodhalila.

Definice 7.13. Necht je dan vektorovy prostor H, nad télesem C a necht je dan operator

Ae L(H,).

(a) Pokud AA* = A*A, pak A nazveme normalnim.
(b) Pokud A = A*, pak A nazveme hermitovskym.
(c) Pokud AA* = I, pak A nazveme unitarnim.

7 definice je zfejmé, ze kazdy hermitovsky operator je normalni a také kazdy unitarni

operator je normalni.

Realna poznamka 7.14. Nad télesem R rikame, ze A je symetricky misto hermitovsky

a také ortogonalni misto unitarni.

Definice 7.15. Necht je dana matice A € C™".

(a) Pokud AAT = A” A pak A nazveme normalni.
(b) Pokud A = A¥ pak A nazveme hermitovskou.
(c) Pokud AA# =T, pak A nazveme unitarni.

Realna poznamka 7.16. Stejnou terminologii jako u operatori nad télesem R zavadime
i pro realné matice. Je-li matice A redlnd a A = AT, pak ji nazveme symetrickou. Je-li

A redlnd a AAT = I, nazveme ji ortogonalni matici.

Véta 7.17 (Normalni operatory a normalni matice). Necht je dan vektorovy prostor H,,
nad télesem C. Necht A € L(H,) a X je ON béaze H.,.

1. A je norméalni operator, pravé kdyz *A je normalni matice.
2. A je hermitovsky operédtor, pravé kdyz *A je hermitovskd matice.
3. A je unitdrni operator, pravé kdyz *A je unitarni matice.

Diikaz. Dokazeme pouze prvni tvrzeni. Dikazy pro hermitovskost a unitaritu jsou ana-
logické. A je normélni operator <> AA* = A*A & YAA*) = YA*A) & (Y4) (¥A4)) =
((4%)) (YA) & (YA) ((*A)T) = ((¥A)") (*A) « ¥A je normélni matice. V predpo-

sledni ekvivalenci jsme vyuzili vétu 7.7. O
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7.3 Normalni operatory a normélni matice

Realna poznamka 7.18. Abychom dostali analogickou vétu nad télesem R, staci ve

vété 7.17 nahradit hermitovskost symetrii a unitaritu ortogonalitou.

Piiklad 7.19. Uvedme piiklady normalnich operdtori na unitdrnim prostoru C?. Stan-

dardni bazi znac¢ime jako vzdy &.

(a) Necht A, B € L(C?),
e — 1 i & _ 11 .
i1’ -1 1

Operatory A, B jsou normalni podle véty 7.17. Nejsou ovSem ani unitdarni, ani hermi-

tovské.

(b) Necht A, B € L(C?),

1 (11 cosy sinp

£ £

A= , °B= ro p € R.
\/5(11) (—singp cosgp)p 4

Operatory A, B jsou unitarni podle véty 7.17. (Bystry ¢tenar si rozmysli, Ze pro

kontrolu unitarity matice staci hlidat, aby sloupce tvorily ON soubor pti standardnim

4 _ 1 2i ep 12‘
-2 1)’ 21

Operéatory A, B jsou hermitovské podle véty 7.17.

skaldrnim souéinu.)

(c) Necht A, B € L(C?),

Redlna poznamka 7.20. Pokud v piikladu 7.19 piedpoklddame, ze B € L(R?) a & je
standardni baze R?, pak v prvnim bodé je B ptikladem norméalniho operatoru, ktery neni
symetricky, ani ortogonalni, ve druhém bodé je B prikladem ortogonalniho a ve tretim

bodé symetrického operatoru.

Uvedeme dilezité vlastnosti norméalnich operatort. K jejich dikazu potiebujeme nasledujici

lemma.

Lemma 7.21. Necht je dan vektorovy prostor H, nad télesem C. Necht A € L(H,,) a A je
hermitovsky operator. Jestlize (AZ|Z) = 0 pro kazdé & € H,, pak A = ©.

Diikaz. Pro kazdé Z,y € H,, plati:
0= (A(Z+9)[(Z +¥)) = (AT|Z) + (AZ[1)) + (AY|T) + (AY ) = (AT[y) + (7] AT),

pricemz v posledni rovnosti jsme mimo jiné vyuzili hermitovskosti. Vidime tudiz, ze
0 = 2Re(AZ|¥). Dosadime-li ¥ = A%, dostavame:

0 = 2Re(AF| AT) = 2||AZ|?,

proto AZ = 0. m
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7 RIESZOVA VETA A SDRUZENY OPERATOR

Realna poznamka 7.22. Stejné lemma muzeme vyuzit v diikazech, pokud bude H,, nad

telesem R a A symetricky operator.

Véta 7.23 (Charakterizace normélnich operatoru). Necht je ddn vektorovy prostor H,
nad télesem C a A € L(H,). Pak A je normalni, pravé kdyz ||AZ|| = ||A*Z|| pro kazdé
7€M,

Diikaz.
e (=): Je-li A normalni, pak mame:
(AT | AZ) = (Z| AT AX) = (¥| AA™T) = (A"Z| A™ D).
e («<): Ukazme nejprve s vyuzitim véty 7.6, ze AA* — A*A je hermitovsky operator.
(AA" — AA)" = (A")"A" — A" (A")" = AA" — A" A.
Pro kazdé ¥ € H,, plati:
((AA* — A*A) 7| &) = (AA™Z| ) — (A" AZ|Z) = (A*Z| A*%) — (A7 | AZ) = 0.
Podle lemmatu 7.21 je AA* — A*A = O, tudiz A je normalni. m

Realna poznamka 7.24. Pro prostory H, nad télesem R plati zcela obdobna charakte-

rizace normalnich operatori.

Normalni operatory maji zajimavé spektralni vlastnosti. Popiseme je v nasledujicich trech

veétach.

Véta 7.25 (Vlastni vektory normélnich operatori). Necht je ddn vektorovy prostor H,
nad télesem C. Necht A € L(H,) a A je normalni. Pak plati:

1. M€ 0(A) a T je vlastnf vektor A piislusny \, prévé kdyz X € o(A*) a ¥ je vlastni
vektor A* prislusny \.

2. Vlastni vektory prislusné vzajemné riznym vlastnim cisliim jsou na sebe kolmé.
Diikaz.

1. Snadno nahlédneme, ze A —tI je normalni operator pro kazdé t € C. Podle véty 7.23

dostaneme:

(A =Dz = [|(A" = 1)),

¢imz je ekvivalence dokazana.
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7.3 Normalni operatory a normélni matice

2. Necht \,v € 0(A), A # v. Necht Z je vlastni vektor A piislusny A a ¢ je vlastni
vektor A prislusny v. Pak plati:

MZ|9) = \E|9) = (AZ|9) = (Z[A%Y) = (T|vy) = v(T]Y).
Odtud plyne, ze (A — v){Z|y) = 0. Jelikoz A # v, je dokdzédno, ze (¥|y) = 0. O

Realna poznamka 7.26. Normalni operatory maji stejné vlastnosti nad télesem R. Navic

lze pak v prvnim bodé vynechat komplexni sdruzovani.

Véta 7.27 (Diagonalizovatelnost norméalnich operatori). Necht je dan vektorovy prostor
H,, nad télesem C a A € L(H,,). Je-li A normalni, pak A je diagonalizovatelny.

Diikaz. Jelikoz téleso je rovno C, plati automaticky, Ze o(A) = p;'(0). Zbyvé tedy ovéfit,
ze Va(A) = v4(X) pro kazdé X € o(A). Uvazujme libovolné A € o(A). Vime, ze vlastni
podprostor A prislusny A spliiuje, ze A(Py) C Py. UkaZme, Ze také A(Py) C Pi. K tomu
staci ovéfit, Ze pro kazdé ¥ € P a pro kazdé Z € Py plati, Ze (A7|Z) = 0. S vyuZitim
véty 7.25 mame:

(AT|Z) = (F|A"Z) = (T|\2) = M7 2) = 0.

Oznaéme k = v,(\), (Z1,...,%) bézi Py a X = (&jy1,...,4,) bézi Pi. Potom

X = (74,...,%,) je bdze H,, v niz ma A blokové diagonélni tvar:

vy ( AL A@)
O ¥B )’
kde I je jednotkovd matice fddu k a B je ztZeni operdtoru A na Py, neboli B € L(Py")
je definovany jako B# = AZ pro kazdé ¥ € Pi-. Vidime pak, Ze pa(t) = (A — t)*pp(t).
Ukazme, ze pp(A) # 0. Potom bude jasné, ze v,(\) se také rovna k.
Kdyby pp()\) = 0, pak A € o(B), tj. existoval by nenulovy vektor ¥ € Pi- takovy, ze
AT = B¥ = AZ. Zaroven by tudiz platilo, Ze & € Py. Protoze Py N Py = {0}, méli bychom

spor s nenulovosti Z. O

Poznamka 7.28. Opacna implikace ve vété 7.27 neplati. Naptiklad na unitdarnim prostoru
11

C? pro operator A € L(C?), kde °A = 0 2 ) , plati, Ze je diagonalizovatelny, ale neni

normalni.

Realna poznamka 7.29. Nad télesem R 1ze obdobnym zpisobem dokazat pro normalni
operator A, Ze v,(A) = v4(A) pro kazdé A € o(A). OvSem diagonalizovatelny byt normalni
operator nad R nemusi. Napt. operator B z piikladu 7.19 ¢dst (a) neni diagonalizovatelny,
protoze o(B) = pz'(0) NR = ().
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7 RIESZOVA VETA A SDRUZENY OPERATOR

Nasledujici spektralni vlastnost normalni operatory dokonce charakterizuje.

Véta 7.30 (Normélni operatory a ON béze z vlastnich vektort). Necht je ddn vektorovy
prostor H,, nad télesem C a A € L(H,). Pak A je normalni, pravé kdyz v ‘H,, existuje ON

baze z vlastnich vektori.
Dikaz.

o (=): Z véty 7.27 plyne, Ze pro normalni operator existuje baze prostoru H,, z vlast-
nich vektort. Z ni vyrobime OG béazi z vlastnich vektoru tak, ze bazické vektory
prislusejici stejnému vlastnimu ¢islu, a nalezejici tudiz stejnému vlastnimu pod-
prostoru, ortogonalizujeme Gramovym-Schmidtovym ortogonalizaénim procesem.
Vlastni vektory ptislusné riiznym vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé podle véty 7.25.
Na zavér kazdy vektor vynasobime prevracenou hodnotou jeho normy, ¢imz ziskame

hledanou ON bézi z vlastnich vektor.

e («): Necht X je bdze z vlastnich vektorii. Pak *A = D, kde D je diagonalni matice.
Jak se ¢tenafi bez obtizi piesvédéd, plati DD = DHD. Je-li X navic ON, potom
podle véty 7.17 je A normalni operator. m

Realna poznamka 7.31. Pro platnost véty 7.30 nad télesem R je potfeba pozménit
tvrzeni do podoby: ,,A je normélni a p,;'(0) C R, pravé kdyz v H,, existuje ON béze

z vlastnich vektoru.“

Na zaveér kapitoly se podivame jesté blize na podtiidy normélnich operatort. Unitarni

a hermitovské operatory maji totiz nékteré specifické vlastnosti.

Véta 7.32 (Charakterizace unitarnich operatoru). Necht je ddn vektorovy prostor H,

nad télesem C a A € L(H,,). Pak jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni.
1. A je unitarni.
2. A7t = A*,

3. Pro kazdé ¥,y € H,, plati:
(AT] Ay) = (Z]9).

Slovy:,,Unitarni operator zachovava skalarni soucin. “

4. Pro kazdé i € ‘H,, plati:
|AZ]| = |Z].

Slovy:,,Unitarni operator zachovava normu. “
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7.3 Normalni operatory a normélni matice

Diikaz. Staci dokazat cyklus implikaci.

e 1. = 2.: Plyne pifimo z definice unitarniho operatoru, jelikoz A je operator na

prostoru konecné dimenze.
e 2. = 3.: Pokud A™! = A*, pak (AT| Ay) = (T| A*AY) = (Z| 7).
e 3. = 4.: Rovnost ziskame dosazenim i = ¥ ve tretim bodé.

e 4. = 1.: Uvédomme si, ze A*A — I je hermitovsky operator. Jelikoz pro kazdé ¥ € ‘H,,
plati, ze ((A*A — I)Z|Z) = (A*AZ| %) — (Z|Z) = (AZ| AZ) — (Z|Z) = 0, mame podle
lemmatu 7.21 rovnost A*A — I = O. Protoze jsme na prostoru konecné dimenze,
plati automaticky také AA* = I. n

Realna poznamka 7.33. Charakterizace zustava v platnosti i nad télesem R. Staci

nahradit slovo unitarni za ortogonalni.

Véta 7.34 (Vlastnosti unitarnich operatorti). Necht je dan vektorovy prostor H, nad
télesem C. Necht A, B € L(H,) a A, B jsou unitarni. Pak plati:

1. Pro kazdé X € o(A) je |\ = 1.
2. |det A| = 1.
3. AB je unitarni.

Diikaz.

1. Necht A € 0(A) a & je vlastni vektor A prislusny \. Pak podle ¢tvrtého bodu véty 7.32
plati:
1Z]] = |AZ]| = [[AZ]| = [A[[|Z]].

Jelikoz & # 0, mame |\| = 1.

2. 7 disledku 7.8 plyne, Ze det A* = det A. Podle véty 7.32 zase plati rovnost A* = A~L,

Mame tudiz: .

det A
Celkové tedy dostévame, e |det A|” = 1, tj. |det A| = 1. (Jind moZnost dikazu je

=det A™' = det A* = det A.

uvédomit si, ze p,'(0) = o(A), proto je determinant operatoru sou¢inem vlastnich

Cisel.)
3. Zkontrolujme unitaritu uzitim véty 7.6:
(AB)(AB)* = (AB)(B*A*) = A(BB*)A* = AA* = I. O

107



7 RIESZOVA VETA A SDRUZENY OPERATOR

Realna poznamka 7.35. Vlastnosti z véty 7.34 maji i ortogonalni operatory. Pro né

dokonce vlastni ¢isla a determinant mohou nabyvat pouze hodnot +1.

Véta 7.36 (Vlastnosti hermitovskych operatort). Necht je ddn vektorovy prostor H, nad
télesem C. Necht A € L(H,,) a A je hermitovsky. Pak plati:

1. Pro kazdé & € H,, je (AZ|Z) € R.
2. o(A) CR.
3. det A e R.
4. A(H,) @ ker A ="H,.
Diikaz.
1. Pro kazdé ¥ € H,, plati:
(A7|7) = (7] A°F) = (7| A7) = (AT|7).
Tudiz (AZ|7) € R.
2. Necht A € 0(A) a & je vlastni vektor A prislusny A. Pak méme:
(AT|7) = (AZ|T) = A|Z||".
Podle predchoziho bodu je A||Z||* € R a diky nenulovosti # musi platit, ze A € R.

3. Z definice hermitovského operatoru a z dusledku 7.8 plyne, ze det A = det A* = det A.
Proto det A musi byt redlny. (Jind moznost dikazu je uvédomit si, 7e p;*(0) = o(A),

proto je determinant operatoru souc¢inem vlastnich ¢isel.)

4. Ukazme, ze A(H,) C (ker A)*. Pro libovolné ¥ € H,, a i € ker A plyne z hermitov-
skosti A, Ze (AZ|9) = (Z| A) = (£]0) = 0.
JelikoZ codim ker A = h(A), dostavame, ze A(H,) = (ker A)". Tvrzeni potom plyne
z véty 5.37. O

Realna poznamka 7.37. Nad télesem R je jedinym zajimavym tvrzenim véty 7.36 ctvrty
bod, ktery ztustava v platnosti. Lze ale navic ukazat, ze pro symetrické operatory jsou
koreny charakteristického polynomu redlné. Kombinaci s redlnou poznamkou 7.29 potom

dostavame, ze kazdy symetricky operator je diagonalizovatelny.

Ukol 7.38. ** DokaZte tvrzeni této kapitoly preformulovana pro matice. Vyjmenujme,

jaka tvrzeni mate dokazat.
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7.3 Normalni operatory a normélni matice

e Normdalni matice:

1. Matice A € C™" je normdlni, pravé kdyz ||AZ| = |[A#Z]|, kde ||.|| zna¢i normu
v unitarnim prostoru C".

2. Necht A € C™" je normdlni matice. Potom A\ € o(A) a 7 je vlastni vektor A
pifslusny A, pravé kdyz A € o(A®) a 7 je vlastni vektor A piislusny \.

3. Necht A € C™" je normalni matice. Potom vlastni vektory ptislusné rtiznym
vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé (v unitdrnim prostoru C").

4. Necht A € C™" je normalni matice. Potom A je diagonalizovatelna.

5. Necht A € C™". Pak A je normalni matice, pravé kdyz existuje ON baze

unitarniho prostoru C" sestavena z vlastnich vektori A.

Tvrzeni lze zformulovat ekvivalentné v nasledujicim tvaru (pro dikaz je dobré
znat ekvivalentni charakterizace unitarnich matic, tj. specialné fakt, ze unitarni
matice U spliiuje U~ = U).

Véta 7.39. Necht A € C™". Pak A je normalni matice, pravé kdyz existuji

diagondlni matice D a unitarni matice U takové, Ze A = UDU¥.

e Unitarni matice:

1. Necht A € C™", uvazujme unitarni prostor C". Potom A je unitarni <
A7l = A" & pro kazdé 7,y € C" plati, ze (AT|Ay) = (Z|y) < pro kazdé
7 € C" plati, ze [|AZ]| = ||Z]|.

2. Necht A € C™" je unitdrni matice. Pak pro kazdé A € o(A) je |A\| = 1. (Pro

ortogonalni matice nemusi platit rovnost A = +1, mohou mit i neredlnéd vlastni

&isla, napf. matice % (& )
’ ' v\t 1)’

3. Necht A € C™" je unitarni matice. Potom |det A| = 1. (Pro OG matici plati
rovnost det A = +1.)
e Hermitovské matice:
1. Necht A € C™" je hermitovskd matice. Potom pro kazdé & z unitarniho prostoru
C™ plati, ze (AZ|¥) € R.
2. Necht A € C™" je hermitovska matice. Potom o(A) C R.
3. Necht A € C™" je hermitovskd matice. Pak det A € R. (Pro symetrické matice

jde o nezajimavé tvrzeni, protoze vsechny redlné matice maji readlny determi-

nant. )

4. Necht A je symetrickd matice fadu n. Potom existuje ON baze eukleidovského

prostoru R" sestavena z vlastnich vektort A.
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7 RIESZOVA VETA A SDRUZENY OPERATOR

S hermitovskymi maticemi tizce souvisi kvadratické formy. Pti praktickém pocitani s kva-
dratickymi formami se vétsinou pracuje prave s jejich maticemi. Pfevedeme proto pojmy

odpovidajici charakteru kvadratickych forem do maticové fedi.

Definice 7.40. Necht A je hermitovska matice z C™". Dale necht @) je kvadraticka forma

na C" definovana vztahem &) = A. Rekneme, 7e A mé charakter (zkrdcené A je):

—_

. pozitivné definitni (PD), pokud @ je PD,

[\

. pozitivné semidefinitni (PSD), pokud @ je PSD,
3. negativné definitni (ND), pokud @ je ND,

4. negativné semidefinitni (NSD), pokud @ je NSD,
5. indefinitni, pokud @ je indefinitni.

Poznamka 7.41. Uvédomme si, Ze zapis €Q = A znamend pro kazdé & € C", Ze

Q(7) = (¥)TA(T) = (AT| ), piicem? skaldrn{ soucin je standardni.

Ukol 7.42. Pro symetrické matice lze ovéfovéni jejich charakteru zjednodusit. Staci

totiz uvazovat prislusnou kvadratickou formu jen na R”. Plati tedy, ze A je PD, prave
kdyz (Z)TAZ > 0 pro kazdy nenulovy vektor ¥ € R™. Analogicky pro PSD, ND, NSD

a indefinitnost. Dokazte.
Ukol 7.43. Preformulujte Sylvesterovo kritérium pro matice a dokaite.

Ukol 7.44. Necht H je vektorovy prostor nad télesem 7. Necht G je Gramova matice
vektoru ¥y, ...,%, z H, tj. ¢tvercova matice fadu n definovand pro kazdé ¢,j € n jako

Gi; = (@] ©;). Dokazte nésledujici tvrzeni:
(a) Jsou-li vektory ,..., 4, LZ, potom G je PSD.

(b) Jsou-li vektory Zy, ..., &, LN, potom G je PD.

7.4 Spektralni kritérium pro kvadratické formy

V kapitole Sylvesterovo kritérium jsme slibili, ze predstavime jesté jedno kritérium, které
umozni rozhodnout o charakteru kvadratické formy. Dokonce na rozdil od Sylvesterova
kritéria umi rozlisit i mezi pozitivni a negativni semidefinitnosti a indefinitnosti forem.
Nyni jiz mame v ruce potiebny aparat k tomu, abychom takové kritérium mohli vyslovit

a dokazat. Vyuzijeme totiz znalosti o normalnich maticich a jejich podtridach.
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7.4 Spektralni kritérium pro kvadratické formy

Lemma 7.45. Necht Q) je kvadraticka forma na vektorovém prostoru V,, nad télesem T
a X je baze V,. Pak *Q ma pouze redlnd vlastni ¢isla. Oznacme je A1, Ay, . .., \,. (Hodnoty
mohou opakovat — kazdé vlastni c¢islo je ve vyctu tolikrat, kolik je jeho algebraicka

ndsobnost.) Potom existuje polarni baze A prostoru V,, takova, Ze plati:

MO0 ... 0
0 X ... 0
Q=1 . . .
0 0 ... A

Diikaz. Matice ¥Q je podle véty 4.23 hermitovska pro T = C (resp. symetrickd pro T' = R).
Podle tkolu 7.38 méa realna vlastni cisla a existuje ON baze U unitarniho prostoru C"
(resp. eukleidovského prostoru R™) slozend z vlastnich vektortt *Q) (piislusnych popofadé
vlastnim ¢islam Ap, Ag, ..., Ap).

Oznacime-li U matici, jejiz sloupce jsou vektory z baze U, pak je U unitarni matice

(resp. ortogondlni), tedy U~ = U, Proto plati:

A0 .0 A0 ... 0
e 1 O N T i
0 0 0 0
Samoziejmé také mame:
A1 O 0
o = UH¥QU. (7)
00 .

Podle ¢tvrtého bodu véty 4.23 plati pro libovolnou bézi A:

4Q = ()T (AI).

Definujeme-li nyni bézi A rovnosti (AI¥) = U, potom ze vztahu (7) plyne, Ze jsme nalezli
bazi s vlastnosti:

A1 0 ... 0
AQ _ 0 X ... O
0 0 ... X

]

Véta 7.46 (Spektralni kritérium). Necht @) je kvadratickda forma na vektorovém prostoru

V, nad télesem T a X je baze V,,. Potom signatura (p, q,r) formy @ spliuje:
e p = pocet kladnych vlastnich ¢isel Q) (véetnd algebraickych ndsobnosti),

e ¢ = pocet zapornych vlastnich &isel *Q (véetnd algebraickych ndsobnosti),

111



7 RIESZOVA VETA A SDRUZENY OPERATOR

e 1 = algebraicka ndsobnost nuly jakozto vlastniho ¢isla Q).

Diikaz. Tvrzeni je dliisledkem lemmatu 7.45 a faktu, ze signatura nezavisi na volbé polarni
baze. O

Spektralni kritérium muzeme vyslovit také v nasledujicim tvaru.

Disledek 7.47. Necht () je kvadraticka forma na vektorovém prostoru V,, nad télesem T
a X je bazeV,. Pak plati:

1. Q je PD, pravé kdyz *Q mé pouze kladna vlastni &isla.

2. Q) je PSD, pravé kdyz *Q mé vlastni ¢islo nula a nemé zaporna vlastni &isla.
3. Q je ND, pravé kdyZ YQ mé pouze zaporné vlastni ¢isla.

4. @ je NSD, pravé kdyz Q) ma vlastni ¢islo nula a nem4 kladné vlastni ¢isla.

5. Q je indefinitni, pravé kdyz *Q ma alespoii jedno kladné a alespori jedno zaporné

vilastni ¢islo.

Pfiklad 7.48. VySetfete charakter kvadratické formy @ na R3, kterd m4 ve standardn{

béazi tvar:
Q(T) = I% — 21129 — x% + 22973 + x§

1 -10
ReSeni: Stacf urcit vlastni &sla “Q = (1 -1 1). Charakteristicky polynom je roven:
0 11

p(t) = —(t = 1) (t = V3) (t+V3),
proto o(éQ) = {—+/3,1,/3}. Tudiz podle spektralniho kritéria je @ indefinitni.

Ukol 7.49. Preformulujte spektralni kritérium pro matice a dokazte.
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8 Dodatek 2: Historie reseni soustav rovnic

Vyresit soustavu linearnich algebraickych rovnic (LAR) znamend najit vSechny n-tice ¢isel

X1, T, ...,T, z prislusného télesa, které vyhovuji rovnicim:
ajnxry + apexy + ... + AT, = b1
a91T1 + QA2Ty + ... + QopTp = bg
Am1T1 + Am2Ts + ... + (G, = bma

kde a;; a b; pro ¢ € m a j € n jsou pfedem dana ¢isla. Dovednost fesit soustavu LAR je
studentim technickych vysokych skol vstépovana od zacatku studia: bez zbytecného otaleni
je jim naservirovan maticovy zapis soustavy a prozrazen algoritmus Gaussovy eliminac¢ni
metody. Ovsem ani Gaussova eliminace, ani pojem matice nejsou znamy odjakziva. Pojdme
tedy poodhalit, jak ktrivolaka byla cesta vyvoje metod feseni soustav a castecné i linedrni
algebry obecné. Informace v tomto textu cerpame zejména z praci [6, 2]. Jak uz jsme
zminovali v dodatku skript Linearni algebra 1 tykajicim se historie vektorovych prostoru
a jak nyni popiSeme podrobné, sylabus linearni algebry predstavuje pojmy vektorovy

prostor, matice a determinant v opac¢ném poradi, nez jak prichazely na svét.

Nesmélé pocatky

Jiz pred ¢tyrmi tisici lety védéli Babylonané, jak fesit soustavu dvou rovnic o dvou nezna-
mych. Ovsem jako Teseni pripoustéli jen prirozena cisla, pripadné jednoduché kladné zlomky.
Na prelomu letopoctu dali ¢insti matematici ve slavnych Deviti traktatech o matematickém
umeni navod k TeSeni soustavy tii rovnic pro tii neznamé, a to v oboru prirozenych
¢isel a jednoduchych zlomki, navic s nesmélym pokusem pripustit v mezivypoctech i za-
porna ¢isla (kladné zapisovali ¢ernou a zdpornd Cervenou tusi). V jejich postupu mizeme
vystopovat podobnost s maticovymi metodami (sestavuji tabulky koeficient) neptilis
odlisnymi od dnesni Gaussovy eliminace. Jde vlastné o sloupcovou variantu eliminac¢ni
metody. Rekové uz pracovali s kladnymi racionalnimi ¢isly a indicka nula, kterou objevil
a po¢ty s ni rozvinul Brahmagupta % v 7. stoleti, umoznila vstup zadpornych celych &isel
a operaci s nimi na pole matematiky, a tedy i do soustav LAR. Zminme jesté arabskou
matematiku, kterd stdla u zrodu terminu algebra. Slovo ,al-dzabr“ pouzil v 9. stoleti

6

ucenec al-Chérezmi ! ve svém pojedndni o Feseni rovnic. Termin oznacoval sec¢teni dvou

rovnic s cilem zbavit se neznamé.

50Brahmagupta (598-668), indicky matematik a astronom
61Abi Abd Allsh Muhammad Ibn Musé al-Chérezmi Abt Dza'far, také psany al-Chwérizmi (780-850)

byl persky matematik a astronom. Jméno al-Chérezmi bylo ve stiedovéku latinizované na al-Gorizmi,
pozdéji na Algoritmi a stalo se zdkladem slova algoritmus. Samotny princip algoritmizace byl vsak znamy

jiz diive.
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8 DODATEK 2: HISTORIE RESENI SOUSTAV ROVNIC

Reseni jakychkoliv tiloh navic znesnadiioval fakt, ze ve starovéku neexistovala témét
zadnad matematickd symbolika. Obvyklé byly jen vice ¢i méné Sikovné zapisy c¢isel. Pri-
klady mély podobu slovnich tloh, jejichz kosaté zadani dnesni matematik pochopi az po
opakovaném c¢teni. Jeden z mala pokusti o symbolicky zapis podnikli Indové — neznamym
davali jména barev. Rozvoj matematické symboliky nastava v 16. stoleti. Francouzsky
matematik Viete % pracuje se symboly jako s ¢éisly, zavadi pojem koeficient a jako prvni

vyjadruje tvar Tfeseni malych soustav LAR v zavislosti na koeficientech.

Determinanty a matice

Cilym tviircem matematické symboliky byl také Leibniz. % Ten zahajil podrobné studium
soustav LAR. Soustavu tii rovnic pro tfi neznamé znacil nasledujicim trochu matoucim
zpusobem:

10 + 11z + 12y + 132 = 0

20 + 21z + 22y + 23z = 0

30 + 3lz + 32y + 33z = 0,

tj. koeficient a;; znacil 77, pravou stranu zapisoval na stejnou stranu jako nezndmé a jeji
1-tou slozku znagcil 0. V roce 1693 zavadi pro ucel feseni soustav determinant, ktery ale
jesté timto terminem neoznacuje. Zminuje se o ném v dopisu markyzi L'Hospitalovi. %
Jeho vysledky tykajici se soustav LAR vsak nezaznamenaly ve své dobé zadny ohlas.

V dile Introduction a ['analyse des courbes algébriques (Uvod do analyzy algebraickych
kiivek) z roku 1750 Cramer % publikuje (bez ditkazu) pravidlo pro feseni n LAR pro
n nezndmych. Autorstvi piipsal Cramerovi zejména Euler, % ktery zminuje Cramerovo
prvenstvi ve svém slavném dile Vollstindige Anleitung zur Algebra (prekladdno jako
Zéklady algebry). Otazkou a sporem historiku zustava, zda by se pravidlo nemélo jmenovat

7 se v jeho

Maclaurinovo, jelikoz pri studiu poztstalosti skotského matematika Maclaurina
zapiscich z roku 1729 nasla popsané analogickd metoda. Cramerovo pravidlo spoc¢iva ve
vypoctu jistych determinantii, presto ale Cramer pojem determinant nedefinuje. Jeho
pravidlo ziskalo velkou oblibu, a dokonce se v 18. stoleti stalo soucasti prijimacich zkousek

18. stoleti se determinanty objevuji v fadé oblasti: algebraické krivky, mechanika, pohyb

planet, linedrni diferencidlni rovnice, integralni pocet. Bézout % ¥{kd determinantiim

52Francois Viete [vyslovnost ,viet“] (1540-1603), francouzsky matematik a advokét

63Gottfried Wilhelm Leibniz [vyslovnost ,lajbnyc®] (1646-1716), némecky filozof, matematik a teolog

64Guillaume Frangois Antoine, Marquis de 'Hépital, té7 psany L’Hospital [vyslovnost ,d lopital®]
(1661-1704), francouzsky matematik

65Gabriel Cramer (1704-1752), $vycarsky matematik

66Leonhard Euler [vyslovnost ,ojler“] (1707-1783), §vycarsky matematik a fyzik

67Colin Maclaurin (1698-1746), skotsky matematik

68Etienne Bézout [vyslovnost ,bézi“] (1730-1783), francouzsky matematik
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rezultanty a konstruuje je rekurentnim zpusobem. Pro zajimavost popisme jeho konstrukei
determinantu matice soustavy radu tri, podobné bychom ziskali determinanty rada vyssich.
Necht aq, by, c; jsou koeficienty neznamych v prvni rovnici, as, by, co v druhé rovnici

a as, bz, c3 ve treti rovnici.

e K a pridejte z obou stran b:
ab — ba.

e K vzniklému vyrazu pridejte ¢ pri pravidelném stridani znaménka:

abc — acb + cab — bac + beca — cba.

e Nakonec ptipojte indexy:

&1b263 — alcgbg + cla2b3 — b1a203 + b102&3 — Clbgag.

Laplace % si v§im4 zmény znaménka determinantu pii zdméné sloupcii a odvozuje vzorec
pro rozvoj determinantu podle sloupce. Teorie determinanti (bez primé vazby na TeSeni
soustav LAR) byla shrnuta Vandermondem " v Mémoire sur I’élimination (Pojednéani
o eliminaci) roku 1772. Slovo determinant pouZil poprvé Gauss ™' v roce 1801. Nélezi
mu autorstvi vzorce pro determinant souc¢inu matic a pro determinant matice adjungované
fadu dva a t¥i. Systematickym studiem determinantti se jako prvni zabyval Cauchy. ™
Citujme vyjadieni matematika Smitha ™ o Cauchym: ,Before him there were determinants,
with him begins their theory in its generality.“ Cauchy zapisuje prvky determinantu do
tabulky (jesté ji nerikd matice). Dokazuje obecné vétu o determinantu soucinu matic
a o determinantu matice adjungované. Déle jako prvni poskytuje ditkaz Cramerova pravidla.

Euler si v§ima, zZe soustava n LAR pro n neznamych nemusi mit feseni, pricemz existenci
feSeni se v té dobé rozumeéla existence jediného reseni. Uvédomuyje si, ze nékteré rovnice
mohou byt ,zavislé* na jinych, a ze je tedy potieba klast na rovnice jisté dalsi podminky,
aby byla existence TeSeni soustavy zarucena. Pojem zavislosti Euler vSak formuluje jen
vagneé. Nezajem 18. stoleti zabyvat se soustavami obsahujicimi jiny pocet neznamych nez
rovnic prameni z obliby Cramerova pravidla a determinant obecné. Koncem 19. stoleti
pronikaji determinanty i do stfednich skol v Dansku, Rusku a némeckych zemich. U nas

prosazuji vyuku teorie determinantt Studnicka ™ a Strnad: ™ I nejslabsfmu zaku zamlouvé,

69Pierre-Simon de Laplace [vyslovnost ,d laplas“] (1749-1827), francouzsky matematik, fyzik, astronom
a politik

70 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796), francouzsky matematik, chemik a hudebnik

" Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik a fyzik

" Augustin Louis Cauchy [vyslovnost ,kési“] (1789-1857), francouzsky matematik

"Henry John Stephen Smith (1826-1883), irsky matematik

™Frantisek Josef Studnicka (1836-1903), ¢esky matematik, ucitel a spisovatel

5 Alois Strnad (1852-1911), ¢esky stiedoskolsky profesor, matematik a geometr
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8 DODATEK 2: HISTORIE RESENI SOUSTAV ROVNIC

se napt. vzorec pro obsah trojihelnika ur¢eného souradnicemi vrchol snadnéji a 1épe ve
formé determinantu nez v kterékoli jiné.*

Na zacatku 19. stoleti se soustavy LAR dostavaji do popredi zdjmu v souvislosti
s Gaussovym a Legendreovym "¢ objevem metody nejmensich ¢tvercii. Gauss se proslavil,
kdyz na zakladé malého mnozstvi dat spocital orbitu ztracené planetky Ceres. A¢ Gauss
nebyl prvni, kdo s eliminaéni metodou pfisel (popsal ji napiiklad jiz Newton 77 kolem
roku 1670), byla pojmenovana pravé na jeho pocest. Pfi eliminaci Gauss jesté nepouziva
maticovy zapis, i kdyz v jedné ze svych praci o kvadratickych formach reprezentuje
linedrni operatory ¢tvercovymi tabulkami ¢isel (dokonce definuje i jejich soucin — sklddani
operatort).

Pro dnesniho matematika je jiz nepochopitelné, Ze trvalo sto let, nez byly vysledky pro
determinanty pteformulovany do maticové feci. Caley ™ si ve svém dile A Memoir on the
Theory of Matrices z roku 1858 jako prvni vSima, ze je prirozené definovat nejprve matici
a teprve pak determinant. Zabyva se vétSinou pouze maticemi fadu dva a t¥i. Definuje
¢tvercové i obdélnikové matice, operace s nimi (s¢itéani, nasobeni ¢islem a nésobeni matic).
Zavadi inverzni, transponovanou a adjungovanou matici. Uvadi vzorec pro vypocet inverzni

matice pomoci adjungované. K urc¢eni matice adjungované dokonce vyuziva parcialnich

derivaci:
oV oV oV
a; bl 1 -1 8@1 aag 80,3
o _1|av ov ov
A = | as b2 (6)) - — — 1,
o b o V[ ob, 9by Obs
878 oV OV 0OV
ey dey Ocy

kde V znaci determinant A. Skutecné: algebraicky doplnék prvku aq, tj. bocs —bsco, ziskame
parcialni derivaci determinantu V = a1bocsz + asbsci + agbico — agbacy — arbzco — asbics
podle a;. Hamiltonovu-Caleyho vétu, ™ ktera fikd, ze kazda ¢tvercova matice je kofenem
svého charakteristického polynomu, dokazuje Cayley jen pro matice fadu dva a tii. Rika:
,I have not thought it necessary to undertake the labour of a formal proof of the theorem in
the general case of a matrix of any degree.* Vidime, ze potfeba matematik vse formalné
dokazovat tu nebyla odjakziva, nybrz Ze se rodila se krok za krokem. (Prvni precizni
dikazy v linedrni algebie patii zejména Cauchymu.) Vyznamnym tvircem symboliky
a terminologie byl Sylvester. 8¢ V roce 1850 zavddi termin matice a dvoji indexovani
prvkil matic. Caley a Sylvester byli blizci pratelé, a¢ se velmi lisili. Naptiklad se rika,

ze zatimco Caley velmi dobfe znal vysledky vsech matematikt tehdejsi doby, Sylvester

76 Adrien-Marie Legendre [vyslovnost ,1zéndr“] (1752-1833), francouzsky matematik
"Isaac Newton (1643-1727), anglicky fyzik, matematik, astronom a teolog

" Arthur Cayley (1821-1895), anglicky matematik a pravnik

William Rowan Hamilton (1805-1865), irsky matematik, fyzik a astronom

80 James Joseph Sylvester (1814-1897), anglicky matematik
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nikoliv, a proto se mu stavalo, ze cizi, ale i své vlastni vysledky dokazoval znovu a znovu.
Na rozdil od klidného Cayleyho byl Sylvester prosluly vybusnosti i vtipem. Rad sklddal
béasné a s hrdosti je recitoval. Za sviij podpis pripojoval informaci, Ze je autorem sbirky

Zakony verse.

Frobeniova véta

Kvalitativni vlastnosti soustav LAR (existence a pocet feseni) jsou zkoumény ve druhé
poloviné 19. stoleti v souvislosti s hledanim kanonického tvaru bilinearnich a kvadratickych
forem. Jak vime ze zimniho semestru, kompletni popis mnoziny feseni soustav LAR prinasi

Frobeniova véta. 8! Podivejme se ovSem do historie, zda je jeji ndzev vhodné zvoleny.

Véta 8.1 (Frobeniova? Dodgsonova? Kroneckerova? Capelliova?). Necht A € T™"
abeTm. Pak pro soustavu LAR

A-7=b (8)
plati:

-,

1. Soustava (8) m4 reseni pravé tehdy, kdyz h(A) = h(Alb), tj. pravé tehdy, kdyz

hodnost matice soustavy je stejna jako hodnost rozsirené matice soustavy.

2. Oznacme Sy mnozinu reseni homogenni soustavy s matici A, tj.
So={7eT"|A -7=0}.

Pak LK reseni homogenni soustavy je opét resenim homogenni soustavy, tj. LK

vektorti z Sy je opét vektor z Sy. Navic pocet LN feSeni je roven n — h(A).

-,

3. Necht h(A) = h(A|b). Pak mnozina vsech reseni soustavy (8), tj.

-

S={TeT"|A i=b}

ma tvar S = a+ Sy, kde A - a b.

Dimenze i podprostor jsou pojmy, které Frobenius neznal, proto jsme je ve vété nahradili
ekvivalentnim opisem. Ve formulaci podminky feSitelnosti soustavy (prvni bod véty)
hraje klicovou roli pojem hodnost. Ten vSak byl zformulovan az v 70. letech 19. stoleti,
a navic ne pro matice. Ekvivalentni podminku lze vyjadiit pomoci nulovosti a nenulovosti

subdeterminantu.

Dodgson vydava v roce 1867 pojednani An Elementary Treatise on Determinants. Pod-

minku Tesitelnosti soustavy formuluje pomoci subdeterminantii, viz véta 2.50 o souvislosti

81Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), némecky matematik
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hodnosti matice a subdeterminantii. Dale dava navody pro feSeni soustav ruznych rozmeér,
a ty pak ilustruje na prikladech. Proto je asi nejspravnéjsi oznacit za autora podminky
resitelnosti (prvni bod Frobeniovy véty) Dodgsona.

Pozornost si zaslouzi i jeho nematematicka tvorba. Pojdme se proto s jeho osobnosti

blize seznamit. Cerpame pfevazné z ¢lanku [3].

Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898, Anglie)

Obréazek 15: Charles Lutwidge Dodgson

Charles Lutwidge Dodgson [vyslovnost ,,dodsn“] se narodil v malé vesnici v jizni Anglii
v rodiné knéze anglikanské cirkve. Jeho otec vsak studoval kromé teologie a klasickych
jazyki také matematiku. Po ném Charles zdédil matematicky talent. Kromé néj mél ovsem
chlapec i umélecké sklony: pro svych deset sourozenci vymyslel loutkové hry, maloval
kulisy, kouzlil. Nakonec Sel v otcovych slépéjich studovat matematiku na kolej Christ
Church v Oxfordu, kde se v roce 1855 stal profesorem. Navzdory uméleckym vlohdm byl
Charles plachy, zadrhaval se v Teci, prednasel pry monoténné a nevyrazné a byl velky
pedant. O peclivosti svéd¢i jeho denik a také fakt, Ze si od svych 29 let az do smrti vedl
podrobnou evidenci dopisi se slozitym systémem odkazii. Korespodence ma 98 721 polozek.

Dodgson ztistal svobodny, a¢ mél velmi rad déti. Chodil s nimi na prochazky, do divadel,
v jejich spolecnosti se zbavoval ostychu a koktani. Sam tikal: | Déti tvori tfi ¢tvrtiny mého
zivota.“ Pokousel se prorazit s kresbami, ale bez tispéchu. Naopak slavu sklidil se svym
fotoaparatem. Fotil fadu znamych osobnosti a samoziejmé déti. V roce 1854 byly ¢tyti jeho
snimky prijaty na vystavu Londynské fotografické spole¢nosti. Je povazovan za jednoho
z nejlepsich fotografii své doby. 82

V roce 1862 vyrazi na piknik se tfemi dcerami svého kolegy Lidella, dékana Christ

Church. Nejbysttejsi z nich je Alice (Alenka). Pravé tehdy zac¢ind vypravét a psat pribéh

82U nés se objevila jedna z jeho fotek, na niz figuruje Alice Lidell, na vystavé Kontroverze — pravni
a eticka historie fotografie v Rudolfinu v roce 2011. Jak uz to byva u lidi, kteri nezalozi rodinu, i Dodgsonuv

pripad budi zvédavost. Fotka Alenky pry vyvolava pocit, Ze jeho vztah k détem nebyl zcela nevinny.
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plny fantazie a absurdity o Alence v Tisi divii. Hotovy rukopis sam ilustruje a dava cist
pratelim. Ti jej presvédci, aby knihu publikoval. Vychazi v roce 1865 s ilustracemi Johna
Tenniela nakreslenymi podle Dodgsonovych ptredloh.

Pseudonym Lewis Carroll pouzil poprvé v roce 1856 (podepsal jim bésen Samota).
Vznikl prekladem jména Charles Lutwidge do latiny jako Carolus Ludovicus, obracenim
poradi a prekladem zpét do anglictiny. Verejné se Dodgson ke své literarni tvorbé nehlési.

Kréalovné Viktorii se pry Alencina dobrodruzstvi tak libila, ze Carrollovi slibila propla-
ceni jakékoliv dalsi publikace. A kdyz se podivame na rok vydani Pojednani o determinan-
tech, je to pravé toto dilo, jez Dodgson vzapéti napsal.

V roce 1871 vychazi pokracovani Alenky: Za zrcadlem a co tam Alenka nasla. Dodgson

také détem hravou formou vysvétluje zaklady logiky v knizce Logika hrou z roku 1887.

YRR TR %

Frobenius je nejcastéji citovan jako autor pojmu hodnost matice z roku 1879. Ve
skutecnosti pracuje s maticemi az od roku 1896. I on jesté formuluje hodnost pomoci

subdeterminantu.

Definice 8.2 (Hodnost systému). Necht A je systém hodnot a,s3, kde « € m a 8 € 71,
usporadanych do radkt a sloupct. Pokud vSechny subdeterminanty radu ¢ + 1 jsou nulové

a alespon jeden subdeterminant fadu ¢ je nenulovy, pak hodnost systému je /.

Sylvester nezavisle na Frobeniovi definuje nulitu v roce 1882, a to pouze pro ¢tvercové

madtice.

Definice 8.3 (Nulita matice). Nulitou matice fadu n je ¢islo nula, pokud ma nenulovy
determinant, ¢islo jedna, pokud pouze jeji determinant je nula, ¢islo dva, pokud i vSechny

subdeterminanty fadu n — 1 jsou nuly atd.

V fedi nulit pak Sylvester dokazuje nerovnosti pro hodnost A(AB) < min{h(A), h(B)}.
Kone¢né pak v roce 1875 v Uber das Pfaffsche Problem (O Pfaffové problému) definuje
Frobenius linearni nezavislost rovnic a Teseni a ukazuje, Ze linearni kombinace feseni
homogenni soustavy je opét fesenim a zZe existuje n —m LN feseni pro homogenni soustavu
m LN rovnic pro n neznamych, kde m < n. (Tehdy je tudiz precizné vysloven druhy bod
Frobeniovy véty o FeSeni homogenni soustavy.) Kone¢né v roce 1905 Frobenius publikuje
v Zur Theorie der linearen Gleichungen (O teorii linedrnich rovnic) dnesni formulaci

Frobeniovy véty, véetné definice hodnosti matice jako poc¢tu LN sloupcti.

Pokud hledame matematiky, ktefi vyslovili podminku fesitelnosti s pouzitim pojmu

hodnost, ackoliv nepouzili dnesni definici hodnosti, nybrz definici pomoci subdeterminanti,
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pak jich jesté nékolik pfed rokem 1905 najdeme. V roce 1892 uvadi Capelli # moderni
formulaci podminky fesitelnosti soustavy LAR. Hodnost sice zavadi stéle jesté pomoci
subdeterminantii, ale ukazuje, ze ekvivalentni radkové tipravy matice hodnost neménti,
a vSima si dtleZitosti LZ fadkt. V roce 1903 v publikaci Kroneckerovych 3 piednasek
z 80. let na berlinské univerzité je taktéz moderni formulace podminky resitelnosti soustav
LAR. Rovnéz v roce 1903 Giudice ¥ uvadi, Ze souc¢tem partikuldrniho feSeni a feseni
homogenni soustavy dostavame Feseni soustavy s pravou stranou. (Jemu je tudiz mozno

pripsat autorstvi tfetiho bodu Frobeniovy véty.)

Zavérem lze Tici, ze pokud nas zajiméa Frobeniova véta s elegantnim pojmem hodnost
matice definovanym ,nasim“ zpusobem, pak je na misté nazyvat ji opravdu Frobeniova.
Pokud ovsem patrame po celkovém prvenstvi v nalezeni podminek reSitelnosti a popisu
mnoziny feseni soustavy LAR, pak je tieba vedle Frobenia zminit také jména Dodgson,

Capelli, Kronecker a Giudice.

83 Alfredo Capelli (1855-1910), italsky matematik
84Leopold Kronecker (1823-1891), némecky matematik a logik
85Francesco Giudice [vyslovnost ,dzudyce®] (1855-1936), italsky matematik
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