2. Limity.

1. Definice limity funkce.

Znacent:
Je-li zg € R, é > 0, budeme znagit
Plzg) = (.‘Eo - b, .7[‘0) U (Z‘o, Ty + 5)
={z € RB;0< |z — 20| < &}
prstencové §-okoli bodu zp; je-li
zg = +00 (resp. £y = —0o0),
znacime, pro libovolné k € R,
P(zq) = (k, +o0)
(resp. P(zq) = (—o0, k).

2.101. UzZitim definice limity funkce
dokazte:

a) Iirr;:ng =4, b) lim z? = +oo,
r—

r—+0oc
z+1
~ 3 P |
(,) r_l}lzlm Y 1 = i,
: i
d) .Ll—];%l_i. r—3 =y
; 1
e) lim = —o00,
T—3_ & — ¢
f) lim s =

r—+00 x
Reseni. c¢) Podle definice limity
mame k libovolnému £ > 0 najit
k € R (staél k < 0) tak, aby pla-

tilo:
[z+1

k | ~—1l &
T < 2“2_1 < (%)
Je-lliz < 1, je
z+1 : i 2
‘ —1l<5{:> }<5
z—1 ie—11

=2<e(l-z)<=a2<1-2/c.
Jestlize pro £ > 0 zvolime
k=1-— 2/6
{tedy k < 1), plati (*).

d) Mame dokézat:
VK(>0)36 > 0Va:
1
Pro K >0az>3je
1
——>K >0
r—3
<= 0<zr-3<1/K
= 3<z<3+1/K.

Jeslize k danému K > 0 zvolime § =
1/ K, plati
1
3<:r:<3+6::>~-——_3 > K,
-

coz jsme méli dokazat.
e) Méme dokazat:

VEK(< 0)36>0Vz:

1
3-b<2 <3 =—=> —— < K.
z—3
Pro K <0ax<3je
<K <0

 —
= 3—=
= 0<3~e< ~-1/K
<= 3>z >3- (-1/K).
Stadi tedy k danému K < 0 zvolit
§ = —1/K a dikaz je proveden.

>-K >0

2.102. Rozmyslete si, co vyjadiuji
nasledujici vyroky (zo9 € R):

a) de>0Vé>0Ve:
0<|z—xo|<bd=|f(z)—a|<5¢,
b) Je>036>0Vz:
0<|e—zol< b= |f(z)—a| <5,
c) 36 >0V¥e>0Ve:
0<|z—xo| < 6= |f(z)—a|<e¢,
d) 3k VK Yz :



z>k— f(z) > K,
e) Vk 3K Y :
z> b=p-fle) > K.

2.103. Dokaite:
a) Jestliie v néjakém P(xg) (20 € R
nebo zg = +oo) plati
f(z) < g()
a existuji-li vlastni limity
limy ¢, f(z) a limg_q, g(z),
pak
tirng.op, Fl2) S Bz 2{0)-
b) JestliZe
lithy. o, fl2) < Emgwy g(2),
pak existuje P(zg) tak, Ze pro body
z z tohoto okoli plati
fz) < g(z).
¢) Jestlize
limg ., f(z) > 0 (resp. < 0),
pak existuje P(xo) tak, ze pro body
z z tohoto okoli plati

f(z) > 0 (resp. f(z) <0).

2.104. Dokazte:
a) Nechf limg—~r, f(z) = 0 a funkce
g je omezend v néjakém P(xo) (2o €
R nebo zg = £00). Pak je

lirng e, flz)g(z) = 0.
b) Necht

limg . p, f(2) = 400
a necht funkce g je zdola omezena v
né&jakém P(zg) (zo € R nebo zo =
+00). Pak je

limg o (f(2) + 9(2)) = +o0.

¢) Vyslovte tvrzeni analogické k b)
pro nevlastni limitu —oo .
d) Necht

limg ., f(z) = 400
a necht funkce g v né&jakém okoli
P(zo) spliuje g(z) > ¢ > 0. Pak

limg .z, f(2)g(z) = +o0.
Je-li v P(zo) splnéno g(z) < ¢ <0,
je

limg.z, f(2)g(z) = —o0.

2.105. Uzitim cviceni 2.104 vypoci-
tejte nasledujici limity:
a) lim (2% + 2sinz),

z—=+co

. sinz
b) lim :
r—toc X
¢) lim e "sing,
z—+40C

d) lim zcos —l~,
W

z—0
e) lim z(cosz + 3),

x—+400
f) lim cos—1~ In(1+ z).

r—0 z
Reseni. a) Ponévadz

limg o0 2 = 00

a funkce @ — 2sinz je zdola ome-
zend, je podle 2.104.b limita rovna
¥oo. B) 0, ) G, d) 0, 7€) +b6a;
f) 0.

25 Vypoéetv limit.

V piikladech 2.201 - 2.210 vypodi-
tejte dané limity. V pfipadé, 7Ze da-
néa funkce nemd v daném bodé obou-
strannou limitu, pokuste se vypoci-
tat limity jednostranné.

2.201. Bud
fley=2—223+ 32+ — 1.

Spocitejte:

a) lim f(2),

b) lim f(z),



)l 1@, ) limf(e)

Reseni. a) f(2) =29, b) -1, ¢)
+00, d) —oo.

2.202. Spoditejte:

a) lim ————*———9:3 B
70223 + 22 — 22’
ot — 423 4 22

b] gl—{% 2242tz
)i P4t tr+i
R s e S B

“+3x-—-4
% P YO i ]
g—too Jz — 22 + 5
o) N 3+ 22 -4
i
z—too 223 4 2 + 11
. 3x2 4+ 22— 1
f lin —
) xiglﬂo 23—z 42
g) JEI_PCO \.1’2 49 - Jf))
. (20-3)0(3z +2)%
R My v v

ReSeni. a) Ponévadi limita éitate-
le 1 jmenovatele je nula, nemizeme
pocditat danou limitu pfimo podle
véty o limité podilu. Citatele i jme-
novatele vSak mizeme rozloZit na
souéin kofenového ¢initele a dalsiho
polynomu:
. 22 -2% 42
foit 223 + 22 — %
. z(a? -2z 41)
=lm—
v—0 (222 + z — 2)

=1 —_
rl—+02x2+z-—2 2
b) 0. ¢) ~% d) % e) 5. £)0

2.203. Spocitejte:

\ . 24243
a) hm-——er,
e—=1 (z—1)?

22 1 9p
b) linlw,
z—1 (2 —1)2
z
: li 5
9 JIm e
. 3+=z
d lim ——
) lim e,
: ' 1)?
e) lim (2 + )

Reseni. a) +co. b) Ponévads li-
mita Citatele 1 jmenovatele je nula,
postupujeme jako v 2.202.a. Rozkla-
dem ¢itatele a jmenovatele dostane-
me

22422 -3

z—1 ('L == 1)2
=i B DS g P4 E
e=1  (x—1)2 =1 g —
Limita Citatele je 4 a je tedy
lim £ . =+,
c—1p 2 —1

ponévadi 2 — 1 > Oproz > 1 a
limita jmenovatele je nula; podobné
. z+3
lim =
z—1_x—1
ponévadz -1 < 0 pro z < 1. Proto
2?4223

—00,

x1—1+r§+ (J} e 1)2 =ree
i 22 4+22 -3
e e e T e € 1
T Ty -

Oboustrannd limita v bodé 1 neexis-
tuje. ¢) —co. d) +o0. e) —oo.

2.204. Spocitejte:

V1i+2z -1

a) lim rye ,

z—0




b) 1
=0 T
Vid+e=Jl-z
¢) lim ,
r—0 T
™
d) lim e

c—5 2 — 25 ’

. ve+6-—3
e) lim

=3¢ - 522 + 3z +9’

. 3=
f) lim =.

2997 — VgB
Reseni. a) Protoze limita Citate-
le 1 jmenovatele je nula, nemuzZeme
pouzit vétu o limité podilu (neur-
¢ity vyraz .,,%“). Zlomek proto pfed
vypoltem limity roz§ifime vyrazem
(1422 + 1), abychom odstanili
z Citatele zlomku odmoceninu a zis-
kali v éitateli faktor ,z“, ktery lze

zkratit:
. V14221
lim ——— =
z—0 3z
(VI+2z - )(/1+2¢+1)
3z(v1+ 22+ 1)
1+22z-1

=lm-——

#—03z(v1+ 22 + 1)
2

= lim ———

=0 3(v/1+ 2z +1)
2 1

T3Wi+1) 3
b) 1. ¢) 2. d) &. e) Limita zpra-
va (resp. zleva) je 400 (resp. —co);

oboustrannd limita neexistuje. f)
1
.2_7'.

= lim
r—0

2.205. Spocitejte:
. vV .132 + 1 + \/&
a) Hm e
totoo i 4 l—2

. Jr — 2V 3
im =,
z—+00 \/Eg—{» .L\/—.CL’_
VEZ4+1- Va2 41
im ,
c—=00 9pt + 1 — 2t +1°

4 1 z

im —,

v—1ly /22 -1
z

e) EIE’(V 2+x"I‘)a
f) lim (V&2 4z - 2),

. Vel 41
g) lim ——,
r~+to0 i
h) lim
r—to0

(Vel+r+1-Va?—z+1),
1) xEYE (Ve —3—/x),

j) ligl Ve(Vz -3 - Vx),
T—++0C

k) lim (Va?+1—a),
Z—+<4-00

1) lim (V2?4 1-z),
T =00

m) 1121 z(vVz? +1—2),

L= 40O

n) lim z(vz?+1-2z),

Tr——00

p) lim :c(\/:z:2+4—\/w3~4)
Tt = 0O

Reseni. a) Tato limita je neurci-
ty vyraz , o= “. Citatele i jmenovatele
vydélime nejvyssi mocninou, tj. z';
po déleni dostaneme:

Nz QO
Vz? Va2

w“jl e

=
3441'9;1 =

K7t

Vit EH+4/2
= lim ——

T—++00 - 4/ 1 1 1,
Ve tor

8

lim
z—++00

83




= —1.

b) —2. ¢) 1. d) +oo. e) Jednd se
o neuréity vyraz typu ,,00 —oo“. Vy-
raz pfevedeme na podil tak, ze zaro-
venl odstranime odmocninu v Citate-
li; postupné dostavame:

(Veiyz—z) (/22 o tz)

1‘22}«3 (Vertz+tz)
Froey 5 x
- r.]_Er_Pm ;;v’-’+x+x'
_ : _ 1 _1
i rlltl-?oc +Ll41 T V4D T2
f) 4o00. g} £1. bh) £1. 1) 0. j)
~2. k) 0. 1) 40c. m) L. n) —co.
p) —4.
2.206. onéftf”‘te:
31 tg 8
a) lim L 7, b}y I if)
z—0 2z -0 T
) S igbe
m
“ ¢—0 sin 4z’
4y o sin h +’sin ¥
z—0 sin 2%
. slnz —sina
e) lim————
z—a rT—a
23+ 1
f bm ———
) s 8 sin(z + 1)
. tglz = 1)
> 1 c’___‘
h m ———e——,
) r—0+/1 —cosz’

Jeose — 1
e 3
sin’ z

lim z?(2 4 sinz),
£—+00

Im
T—0

k) lim e "sinz,
r—+00
D lim zsinez,
r—400
z+sinz
m) lim ————

=400 T — COST

O«
Oc

Reseni. a) Tato limita je typu »p
Pri 'vypocm limit v bodé 0 typu 5
vyrazi, v nichz se vyskytuji gonio-
metrické funkce, snazime se limito-
vany vyraz upravit tak, abychom do-
stali limy_.o =2 (= 1):
sin 3z 1
= lim =
z—0 2
sin 3z

3z

sin3z

Iim

xr T

sin 3z
3

= limyw,gs—lg—y' = 1.
(Zde jsme polozili ¥ = 3z a vysle-
dek je dusledkem véty o limité slo-
zené funkce.) b) 8. c) 2. d) 4. e)
cosa. £} 3. g) 2. h)

3 z . z/1l+cosx
ll]fl];c__,o _\/—I_Tr‘—on = hHlI._,o Vot

= limy,_.g lsm 7 1+ cosz.
Ptitom je

€T =
lim,_.q, Feins] % 1,
lim £ = lim £ = 1.
z—0_ |sing] rs(Q._ —SINT

Oboustrannd limita tedy neexistuje,

ale
limg_04 \/““cﬁ =2

a
ling—o- s = ~V2.

i) —%. j) +oo. k) 0. 1) Limita

neexistuje. m) 1.

2.207. Spotitejte:

a) lirr (sin V& + | — sin+/z),
T— 100

. 1—si
b) lim ———E—rlf,
1:——»%7 = 2:’;
& sin 2x
c m ———
z~0 /3 +3 ~ /3’
sin z
d li
) xl—rg) IB 4




. sinz —cosz
e) Im ——

w—in cos 2z

_ sin® =
f) lim el
z—0
. v/1l4cosz
g) lm —u——"—""
z—%y  sinzx

h) ’lir% z cotg 2z,

V1 — cosz?
1—cosz ’

&

i) lim
: r—0

1) lim

e—= [cosz|’

o 5 1
k) . lim 1?'(1—cos;).

T—+4c0o

Reseni. a) 0, b) 0, ¢) 4v/3, d)
+00, &) =g, 1) & B) ~I/E, B)

% i) \/:2_) j) +oc, k) %

2.208. Spotitejte:

In(1+
a) lim M
r—0 z
In(1 + 3=
b) lim M
z—0 xr
. 7 — 1
c) xl_mﬁr In ,: T
. z—1
d) xl}gll_111$+1,
: z—1
e) E_l}gznwlllx+1,
Inz® -z
f lim ————,
) soe 2 —Inz?
g lm —
. €A
h) mgrj:nm 2 !
. 2
i) m —,
z—too e — =7
e — =%

lim —————,
z—too e¥ + e~ %

k) lim < te ;
z—Fco g — =7
xr gl
) | lim EEF
z—04 ¥ —e™%
Inz—1
m) lim — ,
T—e T —e
. In(1+z?)
n) }1—{1}) In(1 - 22)’
¥ — 1
p) lim &
z—0 X
.oa® =1 _
1) lim S (a>0)
s) 11'1_%1 In(va?+1-2z).
r~— 100
Reseni.

a) Podle definice funkce Inz (viz.
skripta J. Stépanek: Matematika pro
pfirodovédee I) je pro vechny bo-
dy « > —1 splnéna nerovnost

iz Sl{l+e)<a

Ta pro z > 0 déva

1 In(14+x)-
s =1

aproz € (—1,0)

q In{1+x)
2 2 h

Jelikoz lim, g T% =1, je podle vé-
ty o limité seviené funkee i

lim,_,o 2EH) - 1

b) 3. ¢) —oo. d’) +00.

e) Limitu vypocitame podle véty o
limité slozené funkece:

limy 400 ﬁ% =1,
funkce In y je spojitd v bodé 1, tedy
limy 400 In zT‘ll
=limy_ilny=1In1=0.

f) —%. g) £oo. h) 4oo. i) 0.
i) £1. k) %1 -1} 4ee. m) e,
n) —1. p) Vatahem z = In(y + 1)




vyjadfime x pomoci nové proménné
y. Ponévadz

limy_oIn(y + 1) = 0,
dostavdame pouzitim véty o limité

slozené funkce
eln(y+1) -1

lim &= = lim &— =t

i e = I S,
— T Y os
= limy_.¢ RGFD) = 1

(podle a)). r) lna. s) —oco.

2.209. Spocitejte:

a) wln;ﬂoo;t(zx—l),
TR TR e
b) _lim (1+7)"

c) (liné(l + .7:)‘;’,

d) lim(l+ 4z)3=,
P v
e} limeT—=,
z—0
. 1te
f) lim el-v,
r—1y
lim eis
g)  lim er=,

h) lm (14 é)x, be R.
r—toc T
ResSeni. a) Ponévadz
my 1t % =0,

je limy4o0 27 = 2° = 1 (podle v&-
ty o limité slozené funkce). Limitu
daného soudinu nemiZeme vypodéi-
tat pfimo, protoze se jednd o ne-
uréity vyraz ,oo - 0. Pokusme se
limitovany vyraz pievést na limitu

v ¥_ L .
Hmy g &=L = 1. Vyjadiime-li  po-
y y ¥l p

moci &, miiZeme psat:
y
. 1
limg 00 (2% — 1)
= T8 1
= limy,.0 ;(Qy -1
6yln 2_1
Y

= limy_.o

s Q¥ln2_q _
= h;ny_.o T In2=In2,
ponévadz

yin2_
e 1 =1

yin2

(porovnejte s 2.208.r). b) e, «¢)
e, d) e3, e)e f)proaz — 14
(resp.1_) je limita O (resp. +00), g)

e~!, h) e’

linly._n

2.210. Spocitejte:

a) lim arcsin 3 '

T—+2_ S —T
. arcsinz
b) lim ——,
r—0 xr
. arcsin bz
¢) lim——,
’ z—0 3z
« . xr
d) lim arcsin —————,
r—too 132 + 1
; L l—z
e) lim arcsin -
z—400 +z
-&
f) lim ey

L——00 arcsin >

g) xl{inoo arccos(V 22+ z — z),
. otg @
h) lIm w——.
T—+oo E? —
i lim arct ;
U o el
3 1.' ¢ z—1
R Pl P
«L 7
k] Ty e

r— 400 xr

z
1 lim arccotg ———
) lim 85

+1
] tg -
m) lim arccotg —,
n) lim

r— —00

arccotg(vaZ + 1 — Va2 — 1),

T T + 1
Pl A% =




arcsin(3 + )

R e
S B arcsin
Z'——?l_ (.’L = 1)
Reseni. ) iz, b) 1, ¢) 2, d)
:i:l7r e) —im f) —co, g) iw, h)

0, i) i, J) =7, k) 0, l)%u
m) pro z — 04 (lesp. z— 0_)]
limita 0 (resp. 7}, n) i7, p)
, §) —00. i

3. Asymptoty.

2.301. a) Asymptotou funkce f
v nevlastnim bodé +oco nazyvame
piimku y = az + b s koeficienty a,b
takovymi, ze
lim (f(z) —az—b)=0.
r—+4oo ’

Dokaite, Ze pro cisla a, b plati

f(z)

8 = lme < is

b = limg— 1o (f(2) — az).
b) Definujte asymptotu v bodé —co
c) Existuje asymptota v nevlastnich
bodech funkce g(z) = In(z? + 1)?
d) Bud”iimx_@m f'(z) = A. Dokaz-
te, zZe z toho plyne

f(=z)

lim —+~ = A (A€ R, +00).
r—+00 I
e) Bud’
sin z?

f(z)=
Najdéte a&ymptoty funkce f v ne-
vlastnich bodech. UkaZte také, ze

64

limg . 400 f'(2) neexistuje. Neni pro-
to obecné mozné hledat smeérnici
asymptoty jako limitu derivace.

Reseni. ¢) Funkce asymptoty ne-
md. d) Derivace f’ existuje na né-

jakém intervalu (a, +00). Podle tvr-

zeni Lagrangeovy véty pro viechna

¢isla b, z spliiujici @ < b < x plati
f@) =) _ i
e = (&),

kde ¢ je bod z intervalu (b, ). Jestli-

7e zvolime ¢islo b dostatecné veliké,

je prava strana blizka k hodnoté A.

Soucasné rozdil levé strany posledni
rovnosti a vyrazu f(z)/z je
flz) = f(b)  f(=)
r—2b z
b(f(x) — f(b)) + F(B)(b — x)
z(z —b)

b f(&) = () Fb)
X

z—2b

z
=2p)-
Nechame-i 2z — +oc», konverguje

tento rozdil k nule, a proto je do-
kazano, ze

f(b

@ _,

1imx~+m

e) Asymptotou je v obou nevlast-
nich bodech pfimka y = 0. Pfitom

ooy Sin :02
fie)=
Limita v nevlastmm bodé prvniho

¢lenu vpravo je nula a limita druhé-
ho ¢lenu neexistuje.

+ 2cosz?.




