7.5 Vlastini &isla a vlastni vektory

Necht A je ¢tvercovd matice n-tého fadu s redlnymi prvky. Zajimé nas, které nenulové
vektory z R™ se pfi zobrazeni reprezentovaném touto matici zobrazi samy na sebe nebo
na sviij nasobek. Hledame tedy nenulové feeni rovnice Aw = AZ, kde vektor £ € R" je
neznamou, ale neznamé je i éislo A. '

Pokud takové A a Z # & existujf, nazyva se A viastnim déislem matice A a T vlastnim
vektorem, jenz pfislusi vlastnimu &islu A.

Poznamky.
(1) Misto pfivlastku vlastni se ekvivalentné uZivd terminu charakteristicky.
(ii) Pokud vlastni vektor existuje, neni uréen jednoznatné: kazdy nenulovy nasobek tohoto
vektoru je rovnéZ vlastnim vektorem. Je totiz: A(kZ) = kAT = kAT = AkT).
(iii} Vlastnich &isel lze vyuZit v riiznych partiich matematlky -— napiiklad i pFi feSeni sou-
_stav diferencialnich rovnic.

Jak vlastni ¢isla dané matice A (&tvercové n-tého Fadu) najit?

Rovnost AT = AF je toto¥nd se vztahem AZ — AZ = 6. Znadi-li I jednotkovou matici
(n-tého Fadu), je & = IZ, a mlZeme déle psat

AT - X =4,
coZ vyuZitim distributivntho zakona dava
(A- AT =0.

M4-li byt nynf ¥ nenulovym vektorem, ktery odvozenou rovnici fedi, mus{ byt nutné
matice A— Al singuldrni (v opatném pfipadg, pfi regularni matici A — Al, by existovalo jen
fedeni trividlni). Neboli musi platit, Ze det(A — AI) = 0. A to je podminka, kterd umoZiuje
vlastni &isla stanovit.

Poznamky.

(i) Matice A — A vznikne z matice A tak, Ze od vSech prvkil na jeji hlavni diagonéle ode-
cteme A.

(ii) Nula je vlastnim ¢islem matice pravé tehdy, kdyZ se jednd o matici singuldrni.

Piiklady.
- . PR 10 1-x 0

(a) Uvazujme singuldrni matici A = 00) Je det(A—Al) = 0 AT —(1 =M)A.
Regenfm rovnice —(1 — X))\'z 0 pak ziskdame dvé vlastni &isla: Ay = 1, Ay = 0.

(b) Pro jednotkovou matici 4; = (é {1)) méame: det{A; —AI) = ! _(; A . E )\\ = (1-A)%.
V tomto pfipadé existuje jediné vlastni ¢islo A = 1.

(c) Pokud A, = ((1) }) dostavame: det{Ay — AI) = llg" 1:\’ — (1= A2, Opét
existuje jediné vlastmi &islo A = 1.

1 2y, 1A 2

(d) Pr0A=(4 _l)jedet(A—}\I)ﬂ 4 _I_Al:(lm,\)(%lw)\)—-S:/\z—Q.

Reenf rovnice A2 — 9 = 0 nas pfivede ke dvéma vlastnim &sliim: A; = 3, Ay = —3.
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{e) Jestlize A = ((1] _(1)), bude det{A — Al) = —1)‘ :}\ ‘ = A? 4+ 1. Vlastnimi &sly této
matice, kofeny rovnice A2 4+ 1 = 0, jsou tedy &isla komplexni: A; =i, Ay = —1i.

Jak je z uvedenych pfiklad patrné, hledat vlastni ¢isla matice druhého rfadu znamend
v kone¢né fazi fesit kvadratickou rovnici — vyraz det{A — Al), jejZ pokladdme rovny nule,
je v tomto pfipadé polynomem druhého stupné.

Z¥ejmé je pak i to, Ze mohou nastat viechny t¥i kvalitativné odli¥né moZnosti, pokud
se YeSeni této kvadratické rovnice tye: existence dvou riznych reilnych kofend, existence
jediného redlného dvojnasobného kofene, existence dvou kofenit komplexné sdruZenych.

Pokud je matice A obecné n-tého fadu, lze spravné usoudit, Ze vypoltem determinantu
matice A — Al obdrZime polynom stupné n-tého. Nazyva se charakteristickijm polyno-
mem, a zjistit vlastni ¢isla matice n-tého fadu tak obnasi nalézt kofeny tohoto polynomu
(coZ pro n > 2 mife byt dosti nesnadné az nemozné).

Priklad.
-1 -1 -2
Hledejme vlastni ¢isla matice A = 0 2 0
_ 4 3 5
“Spoétéme pFisluiny determinant:
-1-Xx -1 -2
0 2— A D |=(-1-X2-AB-A)+82-X)=-2+6A2—-11)+6.
4 3 5— A

Diky tomu, Ze jeden kofen tohoto charakteristického polynomu tfetiho stupné dokazeme
uhadnout (A; = 1), jsme schopni kubickou rovnici —A% + 6X? — 11X + 6 = 0 vytknutim ko-
fenového Cinitele (A — 1) vyfesit:

(A=1D(=224+5x1-6) = 0,

(A-1{(-2+2)(A=-3) = 0.
Dand matice A tak mé t#i rizna redlna vlastni éisla: Ay = 1, A2 = 2, A3 = 3.

Resime-li rovnici AZ = AF, kde A je matice redlnych &sel a vlastni &islo A je komplexni,
je jasné, Ze k takovému vlastnimu &islu nemiize v R™ vlastni vektor existovat. To je pfipad
. 0
matice A = (1
Geometricky uvedend matice pfedstavuje otofeni roviny kolem pocatku o thel ¢ = %,

) s 0 -1 cos 3 —sing .- . . MRS
nebot je A = = 2 ). A pii takovémto zobrazeni se skuteéné zadny

in E T
1 0 sin 3 oS 3

nenulovy vektor z R? na sviij ndsobek nezobrazuje.

_é) s vlastnimi €isly A; 3 = £1.

Rozeberme nyni z hlediska existence vlastnich vektort v pfikladech vySe uvedené matice
1 11 y .y N o .
A = (0 (1)) a Ay = (0 1). Obé& maji jediné vlastni &islo A = 1, jeZ je dvojnasobnym
kofenem charakteristickych polynom@ obou matic. Zatimco pro matici A; plati, Ze jejim
vlastnim vektorem piisludnym tomuto vlastnimu &slu je jakykoliv nenulovy prvek z R*
(matice A; je totiZz jednotkovd, a rovnost Ay = AZ, tj. [¥ = 1-&, spliiyji skuteéné viechny
vektory T € ’RZ), u matice As tomu tak neni.
, " o o 1x . {11
Vlastni vektor & = (?) # ¢ v tomto pfipadé vyhovuje rovnici (0 1) (EI) = ]. ($1> ’

2 2 T2
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tedy _
ry + &z =11
Ty =Tz ,

kde z;,z2 € R jsou soufadnice hledaného vektoru.
Z prvni rovnice vypliva, e 2 = 0, zatimco vektor z; miZe nabyvat libovolné (v nasem
p Ypiyva, 2 1 y
pfipadé viak nenulové) hodnoty. Soustava tak mé nekoneéné mnoho FeSeni, jez jsou tvaru

(zl) = (é) =t (é), kde t € R, t # 0. Pomineme-li nenulovy t-nasobek, ma matice A,
) .

T . o 1 . . . . ,
pouze jediny vlastni vektor £ = 0/ A to je oproti matici A; podstatny rozdil.

7 uvedenych p¥ikladf lze nabyt (veelku opravnéné) dojem, Ze problematika vlastnich &isel
a vektorfi realnych matic neni v obecném pfipadé (navic pfi zvy3ujicim se fadu matice) Gplné
jednoducha.

Jednak nedokéZeme vidy nalézt kofeny charakteristického polynomu. Situaci pak déle
komplikuje existence komplexnich a vicendsobnych kofeni tohoto polynomu, kdy i pfi to-
toZném charakteristickém polynomu riznych matic mohou byt pfislusné vlastni vektory
rozdilné. :

P#i hledani vlastnich vektord se tak z ditvodu jednoduchosti omezime nadale na pfipady, .

kdy charakteristicky polynom ma pouze redlné jednonasobné kofeny — pro matici n-tého
Fadu je jich pak nutné n. :

Tehdy plati, Ze ke kaZdému z vlastnich (navzajem rdznych) &isel A1, Az, ..., A, existuje
(a? na nenulovy nasobek) pravé jeden vlastni vektor. MnoZina téchto vlastnich vektord
{#1,%3,...,Zn} je pfitom navic linedrné nezévisld, a jednd se tak o bazi prostoru R"™.

Zminéné vlastni vektory 7;,7 = 1,2,...,n, pak hleddme jako FeSeni maticové rovnice

AZ; = NE%; O ekvivalentné zapsino (A — X\ [)T; = 0.
Zde je matice soustavy A — A;/ samoziejmé singuldrni matici s hodnosti rovnou n — 1
(a stejnon hodnost mé i rozdifend matice soustavy, nebot se jednd o homogenni soustavu
linedrnich rovnic).

‘Ptiklady.
(a) Pro matici A = (}1 _?) jsme difve ukézali, Je jeji viastnf &isla jsou Ay = 3, Ap = —3.

Uréeme nejprve vlastni vektor #; pfislusny viastnimu é&islu A; = 3.

(3 2 2)(2)-(6)

kde zy, z7 € R jsou soufadnice hledaného vlastniho vektoru. Po roznasobeni dostaneme

Redme soustavu

—2$1+2$E2:0 s
4$1—4$2"—"0 )

kde druh4 rovnice je skutetnd nasobkem prvni. Ozna¥ime-li zo = ¢, t € R, bude také
. v . . "y . ey Ty
71 = t a FeSenim uvaZované soustavy je uspotfadana dvojice Cisel (t)’ teR.

. C oy e 1w . v . . 1
Vlastnim vektorem, jenZ pfislusi vlastnimu ¢&islu Ay = 3, tak je vektor &7 = ¢ (1),
t#0.
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(b)

Podobné postupujeme i v pfipadé druhého vlastniho €isla Ay = —3:

(5 L) (2) =)

t.

iy . vz . o t . T
Resenim soustavy je uspofadand dvojice &isel ( 9 t) , t € R, a vlastni vektor pfislusny

vlastnimu &islu Ay = —3 ma tedy tvar ¥ =t (_;), t=# 0.

(Vysledek nyni miZeme srovnat — co do geometrické interpretace — s pfikladem z tivo-
du odstavce o linedrnim zobrazeni. Vlastni vektory jsou pravé témi ,sméry”, které se
pfi linedrnim zobrazeni reprezentovaném uvaZovanou matici zachovavaji.)

-1 -1 =2
Najd&me vlastni vektory matice A = 0 2 01, jejiZ vlastni éisla jsme zjistovali
4 3 5
vye: My =1, Az = 2, A3 = 3.
Pro Ay =1 je
-2 -1 =2
A—-MI= 0o 1 0]},
4 3 4

a rozifend matice (homogenni) soustavy (A — A[)¥y = & tak ma tvar

-2
0
4

-1
1
3

-2
0
4

0
0
0

Odsud po pfi¢teni dvojndsobku prvniho fadku k fadku tfetimu ziskdvdme matici

-2
0
0

-1
1
1

-2
0

0

0
0
0

To znamend, Ze pro soufadnice zp,z9,z3 vlastniho vektoru 7y plati vztahy z, = 0,
—2z; — 2x3 = 0. PoloZime-li nyni , = t,t € R, je z3 = —t, a vlastni vektor miZeme
zapsat ve fvaru ' e

¢ 1 :
=1 0=t} 0], t#£0.
—t -1

Pro Az = 2 ziskdme roz§ifenou matici soustavy, kterou je tfeba fesit, naprosto analo-
gickym postupem:
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Po pfi¢teni ¢tyfnasobku prvniho ¥adku k trojnasobku fadku tietiho dostaneme:

-3 -1 -2 0
0 0 0O 0
0 5 1 0

Soufadnice vlastniho vektoru &3 mus{ v tomto p¥ipadé vyhovovat vztahiim 5z, 423 = 0,
—3z1 —z3 — 223 = 0. PoloZme naptiklad zo = ¢,¢ € R. Pak 23 = ~5f a 3z, = —t+ 10t,
tj. 1 = 3t. Vlastni vektor, jenZ naleZi vlastnimu &islu Ay = 2, tak mé tvar

3t 3
Ty = t] =t 1],t#0.
—bt -5
Koneéné pro A3 = 3 obdrZime:
-4 -1 =2 0 -4 -1 -2 0
0 -1 0 0], tj. 0 -1 0 0
4 3 2 0 0 2 0 0

(ke tfeti rovnici jsme zde pFicetli rovnici prvni).
Pro soufadnice vlastniho vektoru &3 tak mame: zo = 0, —4z; — =3 — 223 = 0. Jestlize

poloZime z; = t,t € R, pak 2z3 = —4¢, tj. x3 = —2¢, a vlastnim vektorem, ktery
prislusi vlastnimu éislu Az = 3, je vektor
t 1
3 = 0] =t 0],t#0.
-2t -2
Poznamky.
(i) Pro kontrolu spravnosti vypo&tu je dobré provést zkousku. Tak napifklad v pfedchozim
3
piikladé pro Ay =2 a 7 = 1}, volime-lit =1, je
-5
-1 -1 -2 3 6
Afy = 0 2 0 1] = 21,
4 3 5 -5 —10

a to je vskutku rovno Agfy = 27s.

Dislednosti je oviem tfeba jiZ b&hem vypoétu vlastnich vektord. Pokud A — M ne-
ni singularni matice (coZ pfi ndsledném pfevodu na stupfiovy tvar snadno zjistime),
nemiiZe byt uvaZované A vlastnim &islem a ndmi provedeny vypocet je chybny.

Ctvercovou (redlnou) matici, jej{# vlastn{ &sla jsou vidy &isla redlna, je jakdkoliv matice
symetrickd. Jednd se o matici, pro kterou je 4 = AT (jeji prvky jsou ,symetrické“
podle hlavni diagonaly). Jak ale dokldd4 pfipad matice jednotkové, jednondsobnymi
kofeny charakteristického polynomu vlastni &isla symetrické matice byt nemusi,
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