2. TERMIN — 28.1.2016

1. [9b] Je déna rovnice @’ = t — /T pro nezndmou funkei z = z(t) z R do (0, +00).
Reste nasledujici tlohy, aniz se pokusite rovnici resit, tj. vyjadriit obecné feSeni
pomoci elementarnich funkci. — Mizete ,,uhodnout“ jedno & dvé specidlni (napf.
konstantni) feseni.

(1) Urcete mnoziny bodii (¢,z) v poloroviné z > 0, pro které je ' = 0, respektive
z' > 0, respektive 2/ < 0. (POZOR na ekvivalenci tiprav pfi mocnéni nerovnosti!)
(ii) Totéz pro z” = 0, 2” > 0 a 2 < 0. (NAVOD: mnozinu z” = 0 zkuste vyjadfit
jako graf funkee t = t(z).)

(iii) V poloroving z > 0 zakreslete mnoziny 2’ = 0 a 2 = 0 a poté nacrtnéte
prubéhy nékolika reprezentativnich feSeni (obrazek minimalné 10x10 cm).

(iv) Existuji feseni, pro néz z(t) — +oo, kde t — T—, a T je konecné? Odivodnéte
odpovéd podrobné.

(v) Naértnéte specialné priibéh feseni s pocatecni podminkou z(—1) = 1. Co lze Fici
0 pravém maximalnim case existence tohoto feseni?

2. [5b] Necht ¢ = ¢(t,a, \) je Fesici funkce rovnice

3 ‘= - — 0¢.
1) Napiste rovnici pro u = 5‘5,

-a

(

(i) Napiste rovnici pro v = g%;

(iii) Napiste rovnici pro z = g—a?

(iv) Vyse uvedené rovnice napiste a téz explicitné vyfeste pro a = —1, A = 0.

3. [6b]
Necht matice A € R™*" vyhovuje rovnici

—(I[+A)*T=I-A (*)

kde I je jednotkova matice.

(i) Co lze Tici o spektru matice A?

(ii) Vypocitejte (tj. vyjadrete pomoci elementarnich funkci) ekt

(NAVOD: uzitim (*) vyjadfete A% a potazmo A* s pomoci A a I.)

(iii) Existuje (netrividlni) feSeni rovnice z’ = Az, které je omezené pro ¢ € (0, 00)?
(iv) Existuje (netrividlni) feSeni rovnice ' = Az, které je omezené prot € (—o0, 00)?
Najdéte konkrétni priklad, nebo ukazte, pro¢ to neni mozné.



Pisemnéa zkouska z ODR
4.1.2017, Termin A

1. Uvazujte soustavu z' = Az s matici

-1 -274
A=|-2 3 1
=3 51

(a) Najdéte dimenze prostori X, X_ a X, a rozhodnéte o stabilité nulového
feSeni soustavy.
(b) Najdéte vSechny polatecni podminky z(0), pro néz je feSeni z soustavy
omezené na [0, +00).
Rozhodnéte o stabilité nulového feseni soustavy 2’ = Az — 3z + zT Azv,
~ kde v = (1,1,1)T.
2. Bud ¢(t, p, A) Tesic funkce soustavy
7 =z(y+1) + My, z(0)=0
y=(z+1)-1), y(0) = u
(a) Vypoctéte -g—z v bodé (t,1,0).
(b) Vypoctéte %% v bodg (¢, 1,0).
(c) Napiste pfibliznou hodnotu #(2, p, \) a chybu pomoci malého o.
3. Uvazujte diferencilni rovnici
g = sin(iz)
(a) Urgete, ve kterych oblastech roviny (t,z) jsou feSeni rostouct,klesajict.
Naértnéte tyto oblasti.
(b) Nagrtnéte feseni rovnice do roviny (t,z) (do zvlastniho obrazku).
(c) Je kazdé maximélnf feseni definovéno na celém R? Svou odpovéd dokaZte.

Za kazdou tilohu je mo#né ziskat a% 10 bodi, a to 4 body za &ast (a) a po t¥ech
bodech za &asti (b) a (c). K tisp&Snému sloZeni zkousky je nutné ziskat aspon

15 bod.




Pisemnéa zkouska z ODR
19.1.2017, Termin B

2

1. UvaZujte soustavu
i = y+azy’+o°
y/ == *21+y3

(a) Vysetfete stabilitu linearizované soustavy (;)' = VF(0,0) (;) Co doka-
Fete Fict o stabilitd nulového feSeni pro nelinearni soustavu?

(b) Pievedte nelineérnf soustavu do polérnich soufadnic.

(c) Co dokaZete Fict o stabilité nulového feSeni na zaklade (b)?

2. M&jme matici A € R™" splijici A% = —21.

(a) Vypoététe e primo z definice maticové exponencialy.

15\ /& 13
(b) Vypoététe B? a poté stejné jako v (a) exponencialu etB pro B = (2 _59>& 6 -°
V @ Rozhodnéte o stabilité/asymptotické stabilité nulového FeSeni rovnice
o TL=AzT.
3. UvaZzujte soustavu
= 22—~
(a) Vypoététe prvni integral.

(b) Z rovnice pro z' rozhodnéte, zda z-ové soufadnice FeSeni mize utéct do
+00 v koneéném case.

(c) Rozhodnéte, v kterych astech roviny (z,y) je x resp. y rostouct resp.
klesajici a poté nadrtndte trajektorie FeSeni (vyuzijte take (a)).

Za kazdou tlohu je mo#né ziskat az 10 bodii, a to 4 body za ¢ast (a) a po t¥ech
bodech za &asti (b) a (c). K fisp&snému slozeni zkousky je nutneé ziskat aspon
15 bodi.
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Pisemna zkouska z ODR
30.1.2015, Termin C

1. UvaZujte soustavu diferencialnich rovnic

!

T = y+2+z(y+2)

Y = —z—z(y+2)+2°

(a) Najd&te stacionarni body soustavy.

(b) Najdéte linearizované soustavy ve stacionarnich bodech.

(c) Rozhodnéte o stabilit& stacionarnich bodii pro linearizované soustavy.
Co dokézete Fict o stabilité stacionarnich bodi piivodni nelinearni sou-
stavy?

2. Bud ¢(t, A\, p) Fesici funkce rovnice
z' = t(2* + 2z — 3) + Atsinz, z(1l)=p
s parametrem \ € R.
(a) Najdgte 22(t,0,—3).
(b) Najdste 22(¢,0, —3).
(c) Najdate 2-4(t,0,-3).

3. Uvazujte soustavu pro z, y > 0

s
Cz24q2
2y
I—
far=e

(a) Vypoctéte prvni integral.
(b) Vypoététe feseni soustavy.
(c) Je n&jaké FesSeni soustavy stabilni?

Za kaZdou tilohu je moZné ziskat aZ 10 bodi, a to 4 body za &ast (a) a po tfech

bodech za ¢asti (b) a (c). K tisp&&nému sloZeni zkousky je nutné ziskat aspoi
15 bodi.




Pisemna zkouska z ODR
19.1.2015, Termin B

1. Uvazujte soustavu diferencialnich rovnic

g = 2y—2xsin’y

y = —br+aycosx

(a) VySetfete stabilitu (asymptotickou stabilitu) pro a > 0.
(b) Vygetiete stabilitu (asymptotickou stabilitu) pro a < 0.

(¢) Pro a = 0 najdéte ljapunovskou funkei. Co s jeji pomoci dokazete fict o
stabilité (asymptotické stabilité)?

2. Bud o(t, u, \) fesici funkce soustavy

¥’ = xcosy+ysinr, {0y =
y =y +z, y(0) = A
(a) Vypoctéte g‘—; v bodé (¢,0,0).

(b) Vypoctéte -3% v bodé (¢,0,0).
(¢) Napiste piibliznou hodnotu ¢(10, g, A) a chybu pomoci malého o.
3. Uvazujte diferencialni rovnici
.’L'/ = tl’g o .’L‘t:;

(a) Nacrtnéte feSeni rovnice. Ve kterych oblastech roviny (¢, ) je rostouci/
klesajici/ konvexni/ konkavni?

(b) Bud # feSeni rovnice s po¢atecni podminkou x(0) = 1. Dokaite, Ze pro
viechna kladna ¢ plati &' > t3°.

(¢) S pomoci odhadu v (b) a Barrowova vzorce ukazte blow-up reSeni T a
odhadnéte shora ¢as, kdy k nému dojde.

Za kazdou tilohu je mozné ziskat az 10 bodii, a to 4 body za cast (a) a po trech
bodech za ¢asti (b) a (c). K uspéSnému slozeni zkousky je nutné ziskat aspon
15 bodn.



Pisemna zkouska z ODR
30.1.2015, Termin C

1. Uvazujte soustavu 2’ = Az s matici

el =0
A=Faless. 1
R

(a) Najdéte dimenze prostori X, X_a Xpa rozhodnéte o stabilité nulového
reSeni soustavy:.
(b) Najdéte prostory X, X_ a Xj.
(¢) Vypoctéte e
2. Méjme diferencialni rovnicl
' +a(x +z) + 222 +2)=0
(a) Pievedte na soustavu rovnic prvniho radu a najdéte stacionarni resent.
(b) VySetiete stabilitu stacionarnich feseni pro a = 4.
(¢) Dokazte stabilitu stacionarniho feSenf pro a = 0 (pomoci ljapunovske
funkce). '
3. Uvazujte soustavu pro x > 0
# =2y
y =2y(z+y)
(a) Vypoctéte prvni integral.

(b) Nadrtnéte do roviny (z, y) feSeni prochazejici bodem [1, 2] (monotonie a
konvexita trajektorie, limity v krajnich bodech trajektorie).

(¢) Pomoci (a) zredukujte soustavu na jednu rovnici prvniho fadu a rozhod-
néte, zda nastanc blow-up feseni prochazejictho bodem [1,2].

Za kazdou tlohu je mozné ziskat az 10 bodu, a to 4 body za cast (a) a po trech
bodech za &asti (b) a (c). K tispésnému sloZeni zkousky je nutné ziskat aspoi

15 bodt.



Pisemna zkouska z ODR
2.3.2015, Termin E

1. Uvazujte soustavu
= zy®+ z(2® + )
y = —aly+ (@ + P>
(a) Vysetfete stabilitu linearizované soustavy (;)/ =-VAEL0, 0)(;) Co doka-
Zete fict o stabilité nulového reSeni pro nelinearni soustavu?

(b) Prevedte nelinearni soustavu do polarnich souradnic.
(¢) Co dokaZete Tict o stabilité nulového FeSeni na zakladé (b)?

2. Uvazujte matice

-3 0 —4 det—pb 0= 2e - 2¢
A=6 1 6 a B)=|-3et+3et e —3et+ 3¢
2 03 —etiet @ T+ 2

(a) Vypoctéte A% a pomoci vysledku ukazte, ze et = B(t) (napovéda: jaky
je Tayloriiv rozvoj funkce e’ + e~'?).

(b) Najdéte fegenf rovnice 2/ = Az s pocateéni podminkou x(0) = (a, b, e}t

(¢c) Pomoci (b) najdéte stabilnf podprostor rovnice z’ = Aw.

3. Na mnoziné {(z,y) € R?: = > 0} uvazujte soustavu

/

& =
_2

y/ 5 xry
il

(a) Vypoctéte prvni integral a znazornéte do roviny (x, y) trajektorie feSeni.
(b) Najdéte feSenf soustavy pro pocatecni podminku x(0) = 1, y(0) = k.
(¢) Na zaklade (b) rozhodnéte, zda dochazi k blow-upu.

Za kazdou tlohu je mozné ziskat az 10 bodi, a to 4 body za cast (a) a po trech

bodech za éasti (b) a (c). K uspé&snému slozeni zkousky je nutné ziskat aspon
15 bodd.



Pisemna zkouska z ODR
9.2.2015, Termin D

<

1. Bud ¢(t, A\, ) Tesici funkce rovnice

4 I
T =

(x — 1)+ (z — 1)* + Az?, zi ="p

| DN

s parametrem A € R.

(a) Najdéte 3:(7‘ 0,1).

(b) Najdéte 92(¢,0,1).

(¢) Najdate 29(t,0,1).

2
2. Méjme matici A € R™*" splimjici AA=—A

a) Vypoctéte e!4. Presnéji, najdéte matice B a C' € R takové, ze plati
1 ) J 1
¢d —B+Ce "

(b) S pomoci (a) rozhodnéte o stabilité nulového fesent zl = Az.

(¢) Najdéte vlastni ¢isla matice A a s jejich pomoci rozhodnéte o stabilité
nulového feseni rovnice 2’ = Ax.
3. Uvazujte diferencialni rovnici
% 3
= (z—=1(+1t)
(a) Vyznacte v roviné oblasti, kde TeSeni roste, kde klesa a kde ma nulovou
derivaci.
(b) Najdéte stacionarni feSeni a rozhodnéte, zda se na néj néjaké reseni na-
poji (zduvodnéte).
(¢) Rozhodnéte (a zduvodnéte), kolikrat protnou jednotliva feseni kiivky s

nulovou derivaci a nacrtnéte grafy reseni.

Za kazdou tlohu je mozné ziskat az 10 bodii, a to 4 body za cast (a) a po trech
bodech za ¢asti (b) a (c). K uspésnému slozeni zkousky je nutné ziskat aspon
15 bod. :

>



