RMF - Ulohy ze 7. tydne

Konvoluce
8. 11. 2024

Pripomernime si definici konvoluce: Pro dvé méritelné funkce f, g : R™ — C definujeme konvoluci
jako

(fxg)(x):=[| [f(y)glz—y)dy

1) Vypoctéte klasickou konvoluci funkei. )
a)  xjo,1(®) * x0,2 () d) z%xe
b)  Xjo,2(z) * X[—1,4)(2) e) xx e’
c) xu(z)*2? £) 6(a—|z]) *6(% - |2]), kde a > 0

2) Dokazte nebo vyvratte nasledujici tvrzeni:
a) Jeli f € LY(R) a g je omezena funkce, pak konvoluce x — (f * g)(z) je spojita funkce.

b) Jeli f € LP(R) a g € LY(R), pti¢emz ¢isla p, ¢ spliuji %—i—% = 1, pak konvoluce = — (f*g)(z)
je spojitéa funkce.

3) Nahodna veli¢ina mé exponencialni rozdéleni s parametrem A > 0, je-li jeji hustotou funkce
Ae ™ >0
fz) =
0 z <0
(jde napf. o model pro dobu Zivotnosti elektronického zafizeni, dobu éekéni na ptichod zdkaznika,

dobu mezi pfijezdy autobust, dobu trvani telefondtu, apod.).

Jsou-li dvé veli¢iny X, Y nezavislé, pak hustota nahodné veliciny Z = X +Y je konvoluci jejich
hustot fx a fy, tedy

f2l0) = (s )= [ Tx@)fye—2)do

Vypoctéte konvoluci dvou nezavislych ndhodngch veli¢in X,Y s exponencidlnim rozdélenim
a) se stejunym parametrem A
b) s rlznymi parametry A; # Ao

4) Napiste definici temperované distribuce. Uvedte pfiklad regularni zobecnéné funkce, kterd
neni temperovanou distribuci.

5) Dokaite tvrzeni: Je-li f € L'(RF) a [5, f =1, potom posloupnost funkci f,, (%) = n* f(nZ)
konverguje v D' (R¥) ke k-rozmérné Diracové funkci, tj.

nkfnxy, ... ney) 2= 8z, ..., x5) = 6(x1) ® ... @ 0(xp)

(Ndpovéda: Postupuje jako pri vypoctu limity v 3. prikladu z 6. sady uloh.)



Ulohy na rozmysleni: Je-li h € D(RF), h >0 a ka h =1, pak posloupnost funkci definova-
nou predpisem
hy (Z) = n*h(n)

nazveme pfibliZznou identitou (nebo také aproximativni jednotkou). Dokazte platnost tvrzeni:
1) Je-li funkce f stejnomérné spojita v R*, pak f  h,, konverguje stejnomérné k f.

2) Je-li f € LP(R¥) pro p € [1,00), pak f * h, — f v LP.



