Rovnice matematické fyziky

Vaclav Klika

verze: 1. tnora 2021



Obsah

1 Motivace

1.1 Co je Diracova d-funkce . . . . . . ... L L
1.2 Koncept testovani funkcemi . . . . . .. ...
1.3 Testovaci funkce . . . . . . . . .. e
1.4 L2 HilbertGv prostor . . . . . . v v v v e e
1.4.1 Zavedeni L2 . . . . . . . .
2 Zobecnéné funkce
2.1 Zavedeni zobecnénych funkei . . . . . .. .. Lo o
2.1.1 Priklady zobecnénych funkei . . . . ... ... ... ... L.
2.1.2  Vnoteni klasickych funkci do zobecnénych funkel . . . . . .. .. ...
2.1.3 Priklady . . . . . .o
2.2 Zavedeni zakladnich operaciv 2/ . . . . . . .. ...
2.2.1 Derivace v 2’ . . . . ..
2.2.2  Regularni linearni transformace . . . . . . .. .. ... oL
2.2.3 Naésobeni hladkou funkci v 2’ . . . . . . . . .. . . ... ... ... ...,
2.3 Vlastnosti zdkladnich operaci v 2’ . . . . . . ... ... .. ...
2.3.1 Identity kalkulu . . . ... ... .
2.4 Nosi¢ zobecnéné funkce a dalsi poznatky o 2/ . . . . . . . ... ... ... ..
2.4.1 NosiC zobecnéné funkce . . . . . . . ... ...
2.4.2 Uzavienost 2" . . . . . . . e
2.5 Tenzorovy soucin a konvoluce . . . . . . . . . . ...
2.5.1 Zavedeni tenzorového souinu . . . . . . ...
2.5.2  Vlastnosti tenzorového souéinuv 2 . . . . ... ... ... ... ... ..
2.5.3 Zavedeni konvoluce . . . . . . ... .. e
2.5.4 Konvoluce testovacich a zobecnénych funkei . . . . . . ... .00
2.5.5 Konvoluce zobecnénych funkel . . . . .. ... . oo 0oL
2.6 Uziti konvoluce pro feseni diferencidlnich rovnicv 2’ . . . . . . . . . .. ... ...
3 Integréalni transformace
3.1 Motivace . . . . . . . e e e e
3.2 Schwartzav prostor a prostor temperovanych zobecnénych funkei . . . . . . . . ..
3.3 Fourierova transformace na . . . . . . . ... e
3.3.1 Vlastnosti na .7 . . . . ... e
3.4 TFourierova transformace na .’ . . . . . . .. ... ...
3.4.1 Motivace . . . . . . e e
3.4.2 Vlastnosti Fna 7 . . . ...
3.5 Klasickd Laplaceova transformace . . . . . . . . . . . . ... .. ... .. ... ...
3.6 Zobecnéna Laplaceova transformace . . . . .. .. ... ... .00



4 ReSeni po&atecnich tloh ODR a PDR
4.1 Linearni ODR s konstantnimi koeficienty . . . . . . . . ... .. ... ... ...
4.2 Parcidlni diferencidlni rovnice . . . . . . . .. ...

4.2.1
4.2.2
4.2.3
4.24
4.2.5

PDR 1. fddu a metoda charakteristik . . . . .. .. ... ... ... ....
Klasifikace PDR 2. fddu a prevod na normdlni tvar . . . . . .. .. ... ..
Reseni pocéteénich tdloh linedrnich PDR 2. fadu . . . . . .. .. ... ...
Hledani fundamentalnich feseni & vinového a Laplaceova operatoru

Vhled do kvalitativniho chovani feseni jednotlivych typa PDR . . . . . ..

5 Integralni rovnice, spektrum, ON béaze
5.1 Fredholmovy integralni rovnice . . . . . . . . ... .. oL oL oL

5.1.1
5.1.2
5.1.3
5.1.4

Degenerované jadro . . . . . . . . ... e
Tterativni metody TeSeni . . . . . . . . . . . ...

Metoda postupnych aproximacina C(G) . . . . . . . .. ... ... ...
Metoda iterovanych jader . . . . . . . .. ...

5.2 Volterrovy integrélni rovnice . . . . . . . . ... Lo

5.2.1

Tterativni metody . . . . . . . . . . ..

5.3 Spektrum, ortonormalni baze a vlastnosti integralnich operatora . . . . . ... ..

6 Eliptické diferencidlni rovnice a operatory, Sturm-Liouvilleova teorie
6.1 Vldastnosti L . . . . . . . . e
6.2 Sturm-Liouvilleova tloha pro 1 dimenzi . . . . . .. ... ... ... ... ....

53
93
99
59
61
66
68
70

72
72
72
73
75
76
7
78
79



Predmluva

Viézeni Ctenari, zde bude v prubéhu semestru vypracovavan doprovodny text k prednasce z
predmétu Rovnice matematické fyziky na Fakulté jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze.
Dle dlouholeté a osvédéené tradice na FJFI, vyklad vychézi z Vladimirovovy monografie. Sou-
hrnny rozsah latky z obou dilu skript by mél odpovidat tomu, co lze redlné odprednédset béhem
jednoho semestru v rozsahu dvé dvouhodinové prednésky tydné doplnéné o jedno dvouhodinové
cviceni. Latka se oproti Vladimirovové monografii trochu lisi, zejména v tézsich pasazich kolem
konvoluci a tenzorového soucinu.

Je mou milou povinnosti podékovat studentovi Ing. Janovi Mazacovi za sepsani podkladového
textu na zékladé prednasek (wikiskriptum), ze kterého nyni s vyhodou ¢erpam. Déle dékuji za
velmi peclivé korektury studentim Janovi Hrubému, Pavlovi Stojaspalovi, Tadedsovi Némcovi a
Evé Fialové. Za veskeré chyby a nepresnosti, které v soucasném textu zustaly, nesu ovSem plnou
odpovédnost ja. Dopfedu se za né omlouvam a prosim na jejich upozornéni.

Viclav Klika



Kapitola 1

Motivace

Praktickym cilem predmétu je vybudovat metody feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic. Kromé
toho si predstavime dulezité teoretické koncepty majici Siroké uplatnéni jako Diracova delta
funkce, slabéd derivace, Greenova funkce ¢i samotny koncept zobecnénych funkci. Na zavér si téz
predvedeme rozsiteni pojmu baze z linedrni algebry i do nekone¢nych prostoru funkci a uzijeme
ho k feseni okrajovych tloh.

Jelikoz budeme vytvaret novou teorii, teorii zobecnénych funkei, tak stézejni roli v nasich
tvahach bude hrat motivace novych pojmu. Nyni se pokusme ilustrovat, pro¢ je vhodné zobecnovat
standardni koncept funkeci i jejich vyhodnocovani ¢i studium pomoci funkénich hodnot.

1.1 Co je Diracova j-funkce

Casto se pri popisu redlnych déju uchylujeme ke vhodnému zjednodusovéni. Jednim takovym
piikladem je bodovy zdroj jakoZto aproximace objektu s nenulovym objemem (napf. bodovy zdroj
zéfeni v teoretické fyzice), kde v8ak potfebujeme i mit moZnost vyjddieni intenzity tohoto zdroje
(napf. ruznd jasnost hvézd na obloze).

Na prvni pohled se zdd byt rozumnd definice

6(5c)—{0’ pro x # 0,

| 400, proz=0.

kde zdroven pozadujeme (abychom méli moznost popisovat riznou intenzitu)

/Ré(x)dx =1.

Avsak ze znalosti Lebesgueova integralu hned vidime, ze takovéd funkce neexistuje. Integrace
totiz nezavisi na mnoziné miry nula. Je tfeba zavést Diracovu d-funkcei jinym zptisobem, aby tyto
pozadované vlastnosti byly zachovany. Problém u vyse uvedeného zavadéni Diracovy d-funkce
je v nespravnosti prifazovani funkénich hodnot k bodum z R. K tomu poslouZi jisté zobecnéni
klasickych funkci, které se zde ukazuje byti nedostatecné, a které budeme nazyvat zobecnéngmi
funkcemi. Je zde tfeba poznamenat, Ze samotny (genidlni) Paul Dirac pracoval s touto funkei
intuitivné i pred soucasnou presnou formulaci, kterou si ukazeme, avsak spravné. Snahu o presnost
zde lze tedy i (spravné) vylozit jako nutnost pro nds, ktefi nemdme intuici dostateéné spravnou.

Zaroven jakozto dalsi pozvanku do teorie zobecnénych funkci prozradime dopredu, Ze se spous-
tou analytickych néastroju se bude v zobefnénych funkcich pracovat snadnéji. Napf. problémy
existence derivace (kazdd zobecnénd funkce bude mit vSechny derivace), zdmény limit ¢i limity a
derivace budou odstranény. Otazkou je, jakou dan za to bude tfeba zaplatit. Toto vse bude béhem
par tydnu/stranek objasnéno.

Klicovym, avsak zcela odlisnym, konceptem od klasické analyzy je zjisfovani vlastnosti funkce
pomoci testovani jinymi funkcemi, tzv. testovacimi funkcemi. Jak bylo naznaceno u Diracovy
d-funkce, na funkci nebudeme pohlizet bodové.
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Obréazek 1.1: Priklad distribuce teplot v materidlu.

1.2 Koncept testovani funkcemi

Funkce a jeji vlastnosti mohou byt zkoumdny rtiznymi zptisoby, jak si nyni ukdzeme, byt obvykly
zpusob v klasické analyze je zaloZeny jen na bodovém funkénim predpisu. Nastinime si jednotlivé
moznosti a pokusime se presvédcCit, ze testovani pomoci testovacich funkci muze byt dokonce
prirozenéjsi.

Mezi nejbéznéjsi zpisoby vyhodnocovani funkei (v 1D pro jednoduchost) patii:

1. bodové vyhodnocovani, tj. funkén{ predpis y = f(z) v konkrétnim a kazdém bodé = € R;
2. prumérovani pres intervaly (viz niZe);

3. pomoci testovacich funkei - nejpfirozenéjsi (a jak uvidime pozdéji i v jistém smyslu nej-
silnéjsi).

Pro ilustraci a porovnéani vSech pristuptl uvazme experimentatora zkoumajici jistou vlastnost
latky v zavislosti na teploté. Tu vSak nemuze presné kontrolovat, bude proménliva v jistém rozsahu
teplot a < T < b. V takovéto situaci se bodovy pristup jevy jako nerealny. Naopak se zda byt
spravné uvazovat prumeérovani vlastnosti v zavislosti na teploté pres jisty rozsah teplot, avsak ani
tento postup neni idedlni, jelikoz napt. extrémnich teplot v rozsahu bude nabyvino méné casto
nez typickych kolem stredu fluktuaci, viz graf 1.1.

Jak tedy vylepsit ono priamérovani? Chceme zjistit onu vlastnost latky v zavislosti na teploté T
testovanim latky s rozdélenim teploty ¢(T"). Staéi uplatnit vazené prumeérovéani. TotiZ ono naivni
zprumérovani zminované vyse odpovida predpisu

b
[ s,

coz odpovidd vazeni pfi stejnomérném rozdéleni teploty na [a, b]. VaZeny prumér je tedy piirozené
(zapomenme na normaliza¢ni konstantu pied integralem)

| r@emar = [ @prar.

kde jsme vyuzili predpokladu, ze fluktuace jsou omezenych hodnot. Klicové je, Ze hodnota vazeného
prumérovani zavisi na zvolené testovaci funkei ¢ a (intuitivné) budeme-li jich mit dostatek k
otestovani, tak jistou predstavu o chovani funkce f ziskdme (na misté je otdzka, jak ale lze tuto
informaci o f rekonstruovat).

Pozndmka. Integral
b
[ smeyr = 7.0

je totozny s definici skaldrniho sou¢inu na prostoru spojitych funkei na uzavieném intervalu [a, ]
(viz kurzy linedrni algebry).



1.3 Testovaci funkce

Nyni si zavedeme vhodnou mnozinu testovacich funkci, i kdyZ jeji vhodnost vyvstane az s postu-
pem prednasky. Mé&jme na paméti nutnost velkého mnozstvi testovacich funkei k ziskani informaci
o dané testované funkci. Vybizim ¢tenate, aby si zkusil zavést svilj jiny prostor testovacich funkei
a vyzkousel si vybudovat jiné, své vlastni, nezavislé, zobecnéné funkce. Prvnim problémem bude
hned zopakovani prvni dilezité véty v této sekci, kterd zajistuje pravé onu klicovou moznost na-
hradit studium funkce pomoci studia funkénich predpisu za studium pomoci testovani testovacimi
funkcemi.

Definice 1.3.1. Nosi¢em funkce (supportem) ¢ rozumime uzivér mnoziny vsech argumenti
funkce s nenulovym obrazem, tj. {x € R" | ¢(x) # 0} a oznacujeme jej supp ¢.

Definice 1.3.2. Mnozinu Z2(R") = {¢ € C®(R") | supp ¢ je omezeny} nazvéme mnozinou
testovacich funkci. Tzn. testovaci funkce jsou funkce tiidy C>°(R™) s kompaktnim nosic¢em
(uzdvér v definici nosice je dileZity). Bud nyni G = G° otevien4d podmnozina R™. Pak definujeme

2(G) ={p € Z(R") | suppp C G}

Pozndmka. Je ziejmé, ze pokud ¢ € Z(R"™), pak ap € Z(R™) pro a € R. Mame-li p,1 € Z2(R™),
pak soucet ¢+ € Z(R™) a nosi¢ supp (p+1) je zfejmé podmnozinou sjednoceni supp ¢ Usupp .
Bud nyni f hladkd funkce. Pak rovnéz fe € Z(R™). Odtud jiz plyne, Zze 2 s operacemi s¢itani
a ndsobeni skaldrem tvoi{ linedrni vektorovy prostor. (Doporucuji si explicitné rozmyslet vztahy
mezi nosi¢i pii téchto operacich a umét je ukézat.)

Nyni se pokusime o predbéznou definici pojmu zobecnéné funkce f na zdkladé predchozi mo-
tivace. Tuto definici sice pozdéji upravime, bude se vsak jednat o dulezity specidlni priklad.

Definice 1.3.3. Necht f je realnd funkce realné proménné (cely koncept zobecnénych funkei lze
zobecnit i na komplexni funkce). Necht ddle

3 f(@)p(z)dr < 400, ¥[a,b], Yo € 2(R").
[a,b]

Pak tento integral ve smyslu funkciondlu, tj. zobrazeni 2 — C, nazyvame zobecnénou funkci.
Proménnymi funkcionalu tedy jsou ¢ € Z(R!), nikoliv = € [a, ], a jeho hodnotu pii daném ¢ pak
nazyvame akci testovaci funkce ¢ na f a znacime

(f,9) iz/Rf(a:)@(x)dx.

Pozndmka. Zkuste najit (co nejvétsi) mnozinu funkef f tak, aby pro ni definice zobecnénych funkei
(vyse) byla rozumna.

Uzité znaceni pro akci testovaci funkce na f je obvyklé. Odkazuje se na souvislost se skalarnim
soucinem.

Véta 1.3.4. Necht f, g jsou spojité redlné funkce realné proménné a necht dale akce libovolné
testovaci funkce ¢ na f a g jsou shodné, tj.

Vo € I(R) / f(@)p(x)de = / o(e)p(a)dr.

Pak plati f = g.

Pozndamka. Tato véta je klicova v konceptu testovani funkci, jelikoz ndm ukazuje, Zze méa smysl
zkoumat pomoci testovacich funkci pfinejmensim spojité funkce, protoze z vysledku akce s do-
stateénym poctem ¢(x) jsme schopni dvé takové funkce od sebe rozlisit. VSimnéte si, kolikrat (a
jak) je v dikaze pouzita vlastnost, Ze testovacich funkef je dostateéné mnoho.



Diikaz. Tvrzeni dokéZeme sporem. Pro ten predpokladejme, ze Jxg takové, ze f(xg) # g(xo). Déle
vime z rovnosti akci, ze

/}R ((2) - g(x)) p(z)dz = 0.

Ze spojitosti funkei f a g plyne existence okoli Uy, takového, ze Vo € U, je BUNO f(z) > g(z).
Nakonec vezméme testovaci funkci ¢ € 2(R) takovou, Ze supp¢ C U,,. Pak ziskdme snadno
nasledujici odhady

/]R (f(x) = g(x)) P(z)da = /

supp ¢

(F(z) — g(x)) ¥(z)dz > ¢ / (a)ds > 0,

kde posledni nerovnost plati proto, ze mohu vzdy vhodné pozménit zvolenou testovaci funkci ¥
tak, aby jejf integrél byl nenulovy (ze zdkladnich vlastnosti lin. vekt. prostoru testovacich funkef
zminénych vyse). Ziskany odhad je vSak ve sporu s po¢ateénim predpokladem. O

Pozndmka. Zkuste explicitné sestrojit jakykoli netrivialni priklad testovaci funkce. Idedlné zkuste
i ukdzat, Ze uzitd testovaci funkce ¢ z dikazu tvrzeni zaruéené existuje (pro libovolné malé ¢ a
okoli Uy, ). Ptipadné se o tom presvédéite na cvicenich.

1.4 [L? Hilbertav prostor

Vratme se nyni k otdzce, kterou jsme si na zacatku této kapitoly polozili: Jaké funkce volit, aby byla
ona prozatimni definice zobecnénych funkci rozumna? Odpovédi jsou tzv. lokalné integrovatelné
funkce na G, které si nyni predstavime.

Definice 1.4.1. Mnozinu

L. (G) := {f | Voo € G Uy, takové, zZe /U |f] < —l—oo}

o
nazyvame lokalné integrovatelné funkce na G, tj. pfesné v souladu s definici.

Nejprve si ukdzeme pomocné tvrzeni.

loc

Véta 1.4.2. f € L} (G) & VK C G kompaktni EI/ |f| < 4o0.
K

Diikaz. (pro uplnost, neni vyzadovén) Dikaz provedeme z definice kompaktnosti:
Pozndmka (z MAA pro MAB). Rekneme, 7e mnozina K je pokrytd systémem mnozin S, pokud
K C U A. Podpokryti je podmnoZina S. Rekneme, ze K je kompakini, pravé kdyz kazdé pokryti

AeS
K ma konecéné podpokryti. Konecné lze ukazat, ze sekvenéni kompaktnost, tj. kompaktnost defi-

novand pres posloupnosti (vyskytujici se v MAB i MAA), je identickd této definici kompaktnosti
pres pokryti.

< Trividlni - sta¢i nalézt K tak, aby U, C K.

= Me¢jme K libovolnou kompaktni mnozinu, kterou jisté mizeme pokryt okolimi Uy, pro vSechna
zo € K. Jelikoz je ale K kompaktni mnozina, vime, ze existuje koneéné podpokryt{ {ng |k €
{1,2,..., N}}. Pak mizeme odhadovat

/Kfs/K|f|=/UN N |f|s’é/%|f|<+oo

k=1 %0



Pozndmka. Nyni je jiz snadné nahlédnout, ze kazda lokalné integrovatelna funkce je zobecnénou
funkei z prozatimni definice. Totiz jestlize f € £; (R™), pak

1
loc

= x T xw%@ T xT)ax xT)dxr Q.
)= [ S [ gwemirsc [ jear<s

supp ¢

Predosledni nerovnost plyne z faktu, ze nosi¢ ¢ je v R™ kompaktni mnozinou a tedy ¢ je omezend
funkce. Kone¢né f je integrabilni na kompatnim nosici ¢, jak jsme pravé ukazali.

1.4.1 Zavedeni L?

Vidéli jsme, ze testovani funkci funkcemi tzce souviselo se skalarnim soucinem na prostoru spo-
jitych funkei. Abychom tento koncept rozsifili na obecnéjsi funkce (blizsi pravé zminénym lokélné
integrabilnim), tak zkusime rozsifit skaldrni soucin ze spojitych funkei na kvadraticky integrova-
telné.

Mé&jme prostor L£2(R™), tj. prostor viech komplexnich funkci f(x) realné proménné Lebes-
gueovsky integrabilnich s kvadratem, tj. [p. [f(z)|?dz < 4oc0. Pro f, g € L*(R™) definujme
zobrazeni (f,g) = [p. f(2)g(z)dz. Je toto zobrazeni skaldrnim soucinem na L£2(R™)? Definici
skalarniho sou¢inu doporucujeme v detailu si ¢tendfem pripomenout. My zde poukdzeme na fakt,
ze skalarnim soucinem zobrazeni nemuze byt, jelikoz definitnost diagondly skaldrniho soucinu
vyzaduje (f, f) = 0 & f = 0. Tuto podminku spliiuje viak nejen nulovy prvek £2(R"), dokonce
nekone¢né mnoho funkci. Jmenovité jsou to prave takové funkce, které se od nulové 1isi na mnoziné
miry nula.

Mozné oprava spoCivd v pozménéni prostoru integrovatelnych funkci a to tak, Ze zobrazeni
jiz normou bude. Pro tyto tcely zavedeme relaci ~, kterd bude relaci ekvivalence (viz obecnd
algebra).

Definice 1.4.3. Bud'te f, g € LP(R™), tj. [p, [f(z)[Pdz < +o0, [p. |9(x)[Pdz < 400. Relaci ~
definujeme nésledovné: f ~ g & f— g = 0 s. v. (skoro vSude). Tedy dvé funkce jsou v relaci,
pokud se lis{ nejvysSe na mnoziné miry nula.

Jedna se o relaci ekvivalence, nebot je symetrickd, reflexivni a transitivni (op&t viz obecna
algebra). ' Mnozina L£P(R") se diky této relaci ekvivalence rozpadd na disjunktni mnoziny, tzv.
tFidy ekvivalence (mnoziny, které jsou tvofeny funkcemi vzdjemné ekvivalentnimi vzhledem k relaci
~). Rikéme, 7e jsme faktorizovali mnozinu £P (R™) a ony disjunktni t¥idy ekvivalence seskupime
do nové mnoziny LP(R"™) = LP(R™)|.. Koneéné pro tuto mnozinu je jiz snadné cviceni ukizat,
Ze uvedené zobrazeni je skaldrnim sou¢inem (ukazte). Poznamendvame jen, Ze jeji prvky nejsou
funkce, ale tiidy ekvivalence. Provedli jsme totiz obvyklé ztotoznéni tiidy ekvivalence s jednim
ndsledné uzivané operace pro Lebesgueovsky integrovatelné funkce (napf. ndsobeni atd.) nezdvisi
na volbé zastupce. Tyto detaily budeme pro jednoduchost vynechivat a prenechame ctenari k
rozmysleni. Pak se jiz jedna o prostor funkci a definice naseho skaldrniho sou¢inu v ném déava
dobry smysl. Podobné lze postupovat i pro faktorizaci prostoru lokalné integrovatelnych funkei a
obdrzet tak mnozinu t¥id ekvivalenci L}, (G).

loc
Pripomenme jesté nékolik dulezitych pojmu o vektorovych prostorech:

Definice 1.4.4. Bud V vektorovy prostor s normou, posloupnost {ax }xen C (V; | - ||). Rekneme,
7e posloupnost {a;}ren konverguje k a € V, znaéime ar — a, pravé tehdy, kdyz Ciselnd
posloupnost ||ax — al| = 0 pro k — +oo.

Vidime, Ze jsme definici konvergence na vektorovém prostoru (novy pojem) definovali pomoci
konvergence v R resp. C (zndmy pojem).

IPro pribliZzeni nabizime paralelu ke ztotoztiovan{ zlomkt, kdy rtzné zlomky 1/2, 2/4, 3/6,... lze ,ztotoznit"
do jedné tridy ekvivalence, kde relaci by byla stejnd hodnota zlomku.



Definice 1.4.5. Bud V vektorovy prostor s normou, posloupnost {ax }ren € (V; | - ||). Rekneme,
7e posloupnost {a;}ren je cauchyovska, pravé kdyz

(Ve > 0) (3ko € N) (Vm, n > ko) (|am — an| < ).

Definice 1.4.6. f{ekneme, ze linedrni vektorovy prostor V s normou je Banachtv, pravé tehdy,
kdyz kazda cauchyovska posloupnost konverguje ve V.

Pozndmka. Konvergenci cauchyovské posloupnosti lze ekvivalentné vyjadrit jako pozadavek, aby
limitn{ prvek byl prvkem V', tzn. prostor V je tplny.

Pozndmka. Bolzano-Cauchyovo kritérium pro ¢iselné posloupnosti je dikazem tplnosti R™.
Pojmy vySe zminéné je mozné zobecnit na prostory s obecnéj$im méfenim vzdalenosti (ktery ani
nevyzaduje linedrni strukturu prostoru) pomoci metriky.

Definice 1.4.7. Uplny linearni prostor se skalarnim sou¢inem nazyvame Hilbertav.

Nyni uvedeme péar pozorovéni (z funkciondlni analyzy) bez dtikazu, avSak pro nas vyklad RMF
jsou dulezita.

Véta 1.4.8 (Riesz-Fischer). Prostory

? = {tﬁdy ekvivalence na LP | ||f|lLr = (/ |f|p> < +oo}
R‘VL

jsou Banachovy prostory.

Pozndmka. Dilezitym disledkem této véty je fakt, ze L? je Hilbertdv prostor.

Pozndmka. Predchozi tvrzeni muzeme ,rozsiFit“ na podmnoziny G C R™. Pak se zavadi LP(G) s

1

P

normou || f|| r(a) = (/ f|p) .
GCR"

Na konetnych podmnozinich lze pak Lebesgueovy prostory uspotadat: Necht G je oteviend
mnozina takovd, ze u(G) < +o00. Pak LI(G) C LP(G) < p < g.
Pozndmka. Prostor testovacich funkei je podmnozinou libovolného LP prostoru, 2 C LP. Pozdéji

toto pozorovani vylepSime o naopak hustotu prostoru testovacich funkei v LP prostorech.

Diikaz. Staci integrovat po kompaktnim nosi¢i, na kterém ¢ nutné nabyvé svého maxima M.
Integrél pak lze shora odhadnout

lellp = K// lp(z)[P do < [M] - {/p(supp ¢) < +oo.
supp ¢



Kapitola 2

Zobecnéné funkce

V této kapitole jiz presné zavedeme zobecnéné funkce a uvidime, jak s ni pfedchozi prozatimni
definice souvisi. Opét motivace bude sehravat tustredni tlohu pfi rozsifovani pojmu z klasické
analyzy do zobecnénych funkci. Klicova tedy bude souvislost mezi zobecnénymi a klasickymi
funkcemi.

2.1 Zavedeni zobecnénych funkci

Definice 2.1.1. Necht f je linedrni funkciondl nad 2(G), tj, f : 2 — C a f je linearni. MnoZinu
vSech linedrnich a spojitych, tj. prevadéjicich konvergentni posloupnost na konvergentni, funk-
ciondli nad 2(G) nazveme prostorem zobecnénych funkci (€i distribuci), zna¢ime 2'(G).
Hodnotu funkciondlu f na funkci ¢ oznacujme (f, @) namisto f(p).

Pozndmka. Definice neni iplnou do poskytnuti definice konvergence v definicnim oboru zobecnénych
funkci, totiz na prostoru testovacich funkci. AZ tato definice ur¢i vyznam a obecnost zo-
becnénych funkci. Z toho divodu nyni definujeme konvergenci v Z.

Definice 2.1.2. Multiindexem « v n-dimenzionalnim prostoru rozumime usporddanou n-tici
vy no._ n
cisel (a1, ag, ..., ap) ze ZT == (NU{0})".
n
Oznactme |a| = E Q-
k=1
«q 2

S pomoci multiindexu pak mizeme psdt =% = z{"'z5” - - - x

Hled
Definujme rovnéz operator D := .
041110%xy...0% 2,

fons
R

Definice 2.1.3. Necht {¢y }ren je posloupnost v 2(G) a ¢ € 2(G). Rekneme, e ¢, konverguje
k p v 2(G), znatime ¢y Z, ©, pravé kdyz

1. nosi¢e @y, jsou stejné (stejnomérnd) omezené, tj. (IR > 0) (Vk € N) (supp ¢ C Br(0))%;

G
2. Va € Z% plati, ze D%p;, konverguje stejnomérné na mnoziné G k D%p, tedy D%pp = D%p.

Pozndmka. Tato definice vyzaduje znalost limitni funkce ¢. Je ale mozné definovat i konvergenci
v 2 jakozto vlastnost dané posloupnosti (a to podobné jako u konvergence ¢iselné posloupnosti ¢i
stejnomérné konvergence funkéni posloupnosti, tj. pomoci Bolzano-Cauchyovy podminky). Tuto
vlastnost budeme zapisovat jako ¢y 7, a viele doporucuji ¢tenari nalezité promyslet. Z tohoto
pozorovani plyne totiz také to, ze prostor testovacich funkci 2 je uzavreny vuci konvergenci v 2.

Pozndmka. Zminime par pozorovani k pravé zavedenym definicim.

Lsymbolem Bp(0) zna¢ime otevienou kouli se stiedem v bodé 0 a polomérem R
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1. Kromé silnych pozadavkl na testovaci funkce se zde pridavaji dalsi netriviadlni pozadavky na
posloupnosti konvergujici v 2. Existuje viibec néjaky priklad takovéto posloupnosti? Zkuste
néjaké netrividlni sestavit (coz je i jednim z tkold na doprovodnych cvicenich).

2. 2’ je linearni vektorovy prostor s prirozené definovanymi operacemi séiténi a ndsobeni, tzn,
Vf,g € 2 definujme scéitant

(f+g,0):=(f,0)+(9,0)YVp €D

aproa € Capro f €2 definujeme ndsoben{
(a-f,0):=a(f,0)Vp € D.

3. Byt to znf trivialng, definujme si (pFesnéji pfipomeiime si pfirozenou) rovnost zobecnénych
funkei. Rovnost zobecnéngch funkci (tj. f = g v 2') nastava pravé tehdy, kdyz Vo € 2 plati,
ze (f,¢) = (9,%)-

Tedy dvé zobecnéné funkce se rovnaji, pokud se rovnaji v kazdém bodé defini¢niho oboru.
Uvidime, Ze toto pripomenuti bude dilezité v jakychkoli apravach ¢i vypoctech se zobecnénymi
funkcemi a to v¢. vypoctu limit, kterou si nyni definujme.

Definice 2.1.4. Bud {fi}ren posloupnost v 2'(G) a f € 2'(G). Rekneme, 7e f; konverguje
k fv 2'(G), zmatime fr, — [ v @' & prosté limg_,o fr = f v Z', pravé kdyz

(fro ) — (fr9), Ve € 2(G).

Povsimnéme si, ze pri uziti obvyklého symbolu limity plati

(fir0) = (f,9) = (lim_fi, )

lim
k—o0
tj. limitu lze vytdhnout z prvni pozice v zdvorce popisujici akci testovaci funkce na zobecnénou

funkci, coz budeme hojné uzivat pri vypoctu limit.

Pro takovouto definici operace limity se téz uziva pojmu definice limity ve slabém smyslu.

2.1.1 Priklady zobecnénych funkci

Diracova J-funkce

S Diracovou d-funkci jsme se setkali v samotné motivaci pro tento predmét. Vime, zZe jeji
zavedeni v klasickych funkcich selhalo a nyni se pokusime ji zavést jako funkci zobecnénou. Blizkost
této definice jeji naivni reprezentaci z motivace vSsak budeme schopni posoudit az postupem casu.

(Vo € 2(R™)) definujeme (4, ¢) := ¢(0).
Pro § musime tedy ovérit, ze se jednéd o funkciondl nad 2, Ze je linearni a spojity.

Funkciondl: § : 9 — C. JelikoZ je ¢(0) < +o00, vime, Ze se tedy jednd o funkciondl, nebot jeho
definice dava dobry smysl Vi € &, tj. vraci konec¢nou hodnotu pro kazdou testovaci funkci.

Linearita: Uvazujme p,9 € & a « € C. Pak

(0,9 +ar)) =n(0) = (¢ + a¥) (0) = (0) + app(0) = (&, 9) + a (6, ¢))
——

neg

Spojitost: Spojitost testujeme pouze vici velmi specifickym posloupnostem, totiz uvazujme kon-
vergentni posloupnost {¢g tren C 2, kterd konverguje oy Z, . Chceme ukdzat, ze ndsledné
v C konverguje ¢iselna posloupnost(d, ¢x) — (0, ). Kvili jiz ukdzané linearité funkciondlu

muzeme bez Gjmy na obecnosti uvazovat, ze pj Z,0.7 predpokladu konvergence posloup-
nosti plyne, ze

11



1. (3R > 0) (Vn € N) (supp ¢ C Bgr(0));
R™
2. Va € Z% plati, ze D%, =2 0.
Druhéd podminka plati pro vSechny multiindexy, tedy specidlné vynucuje i stejnomérnou

R
konvergenci posloupnosti samotné (bez derivace). Pak dostdvame ¢, =2 0 = ¢ (x) %o pro
vSechna x € R™. Nyni staci volit x = 0 a tvrzeni je dokdzano. Totiz

klim (0,01) = (6,0)=0.
— 00

————
limy 00 1 (0)=0

Diracova d-funkce je tedy zobecnénou funkei a prvnim piikladem zobecnéné funkce. Obdobné
se da ukdzat, Ze i centrovand Diracova d-funkce zavedend pomoci (04,, @) := ¢(x0) je zobecnén.
Dikaz je zcela totozny.

2.1.2 Vnoreni klasickych funkci do zobecnénych funkci

1

Vidéli jsme v dvodni motivaci, ze pro libovolnou lokdlné integrovatelnou funkci f € L; . ma

integral
fo <400
R’IL

konecnou hodnotu pro kazdou testovaci funkci ¢ € 2. Lokalné integrovatelné funkce nejsou zo-
becnéné, jelikoz jejich definiéni obor je jiny, f : R™ — C misto f : Z(R™) — C. MuZeme vSak kazdé
lokédlné integrovatelné funkci jednoznacné priradit zobecnénou funkci. Tento poznatek nasledné
umoziuje ztotoznéni klasickych (lokdlné integrovatelnych) a zobecnénych funkei, tedy zahrnuti
(vnofeni) klasickych funkei do zobecnénych.

Jelikoz tuto souvislost nelze dostateéné zdlraznit, v detailu ji ukdzeme. Stoji totiz za kazdou
motivaci zobecnéni klasickych pojma do nové budované teorie zobecnénych funkci a nakonec i za
hledanim reseni klasickych diferencidlnich rovnic pomoci teorie zobecnénych funkci.

Méjme tedy f € L} . Této klasické funkei pFifadime funkcional f

loc

(f.e) = g f(x)p(x)dz,

kde pro zvyraznéni souvislosti mezi vytvareci funkei a jejim zobecnénym protejskem f uzijeme
vlnku. Ze vzpominané konvergence plyne, ze f : 9 — C je dobie definovany funkciondl. Nyni
ukazeme, ze se vskutku jedna o zobecnénou funkci.

Linearita: Bud'te ¢,9 € 9 a a € C. Pak

(fro+av) = . f(@)(ptap)(z)de = . f(@)p(x)dzta . f@(@) = (f.9)+a(f,9).

Spojitost: Chceme ukazat, ze vy 2,0 = (f, gak) — 0 pro k — +00. Z definice zavedeného
pritazeni tedy chceme ukézat, ze limg_, 1 o (f, go) = limg 4 oo fRn f(@)or(x)dz = 0. Pokud
lze zaménit limitu a integral, pak plati [p, limg_ oo f(@)or(x)dz = [;. f(x) - 0dz = 0,
jelikoZ opét ¢ — 0 bodové. Abychom mohli zdménu provést, je tieba ovérit podminky véty
o zameéneé. Zde je dilezité podotknout, ze v tomto pfedmétu ma zameéna limity a integrdlu
neziidka za nésledek Spatny vysledek (nejen z testu ¢éi zkousky). Je vskutku nutné ovérit

predpoklady. Uzijeme Lebesgueovu vétu a nalezneme integrabilni majorantu nezavislou na
k.

Nejprve uzijeme prvni vlastnosti konvergentni posloupnosti v 2 ke zmenseni integraé¢niho
oboru na onu jednu spoletnou omezenou mnozinu Br(0), kterd je kompaktni. Ze stejnomérné
konvergence dile mame

AC VE : ()| < Cp < C.
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Nakonec z lokdlni integrability plyne konecnost integrdlu pres kompaktni mnozinu Bg(0),
celkem jsme tedy nasli integrabilni majorantu:

/m\:/ el <C [ 1] < 4o
Rn Br(0) Br(0)

Deﬁnlce 2.1.5. O zobecnéné funkci f fekneme, 7e je regularnl zobecnénou funkci, ozn.
feg Teg, pokud existuje klasickd funkce f € L} takova, Ze f ®) fRn x)dz Vo € 9.

Klasickou funkei f pak nazgyvdme generatorem zobecnéné funkce f.

loc

Nyni pristoupime k zdsadnimu kroku, totiz k jednoznacnosti prifazeni klasické funkce k re-
gularni zobecnéné funkci. Pro tyto tcely vyslovime vétu, kterou nedokazeme v plné obecnosti,
ale vSe podstatné pro diskuzi a pochopeni souvislosti bude uzito i v dokazovaném jednodussim
piipadé. Plné znéni dikazu je pro zdjemce k nalezeni v [gt’oviéekl].

Nejprve si vSak ukazeme dvé pomocnd tvrzeni.

Lemma 2.1.6 (spojitost skaldrniho sou¢inu). Bud H Hilbertiv prostor a necht {zy}ren C H
takovd, ze xp — x € H. Pak (xk,y) — (z,y) pro k — 400 pro vSechna y € H.

Diikaz. Nejprve prepiSeme vyraz (xy,y) = (xx —x +z,y) = (zr —x,y) + (z,y). VyuZijeme konver-
gence posloupnosti, tzn. z, — © € H < ||z — z|| — 0 v C. Pak na vyraz (x; — z,y) aplikujeme
Schwarzovu nerovnost, tedy |(zx — x,y)| < ||zx — x| - ||lyl|l. JelikozZ je y € H muzeme limitnim

prechodem pro k — 400 ziskat pozadovany vysledek: (xy,y) pmare (z,y). O
Lemma 2.1.7. Necht (a,b) = 0 pro viechna b € M, kde M = H. Pak a =0 v H.
Drikaz. Dukaz provedeme pro dva pripady:

1. Pfipomenime si nejprve trividlni pripad, kdy M = H. Pak (a,h) = 0 pro libovolné h € H,
a tedy i pro h = a. Pak ale (a,a) = 0 a odtud z positivn{ definitnosti skaldrnfho souéinu
plyne, ze a =0 v H.

2. Nynf uvazme M C H, M = H. Proto pro libovolné h € H existuje {by}ren C M takovd, ze
b — h € H. Pak Vk € N mame pro libovolné h € H ze spojitosti skalarniho soucinu:

0= (a,by) — (a,limby) = (a, h).

Véta 2.1.8 (o jednoznacnosti). Bud'te f,g € Li,.(R") a f,g¢e
g(x) skoro vSude na R™.

T}egR"). Pak [ =g & f(x) =

Diikaz. Nejprve si uvédomime, 7e tvrzeni je ekvivalentn{ tomu ukézat, ze f =0 < f () = 0 skoro
vsude na R". Déle ditkaz pro jednoduchost a srozumitelnost provedeme jen pro kvadraticky inte-
grovatelné funkce, tj. pro f € L?(R™). Jeden smér implikace je trividlni. Naopak pfedpokladejme
f=0v 2 < (f,¢o) = (0,90) = 0 pro viechna ¢ € 2. To ale znamend (dle definice akce)

YoeP: 0= / f(x)p(r)de = (f,¢)r2@n). Pokud tedy prostor testovacich funkei je husty v
Rn

L?(R™), tak z druhého lemmatu plyne f = 0 v L*(R"), tedy f(z) = 0 skoro véude na R™. Pro nage
ucely se spokojime s konstatovdnim (dokdzanym v rdmci kurzt funkciondlni analyzy), ze vskutku
libovolnou funkci z Lebesgueovych prostorti LP lIze libovolné presné aproximovat posloupnosti
testovacich funkei (v LP normé). O

Pozndmka. Nyni jiz mizeme uzaviit diskuzi souvislosti klasickych a zobecnénych funkei ve. sou-
vislosti s testovanim funkci pomoci testovacich funkci. Totiz:
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1. Tato véta ndm dava odpovéd na otdzku, jakd je souvislost mezi zobecnénymi a klasickymi
funkcemi a umoznuje zahrnout klasické funkce do funkei zobecnénych. Dokonce 1ze ztotoznovat
reguldrni zobecnéné a klasické lokalné integrovatelné funkce (vynechat vlnku ve znaceni).

2. Pro ilustraci: je z® € 2’7 Odpovéd je ano, pokud doplnime vinku, jelikoZ z™ je spojitd
funkce, tedy 2™ € L}, ., a tedy 2" € Z'.

3. Méme f=gv? definovanou jako (f, ) = (g, %) Ve € 2. Nyni jsme k tomu navic ukazali,
e Nf,g € D)., vlati, ze (f,0) = (§,0) = f =g v Z', ale i fakt, ze f = g v L*. Timto jsme
zobecnili pojem , rekonstrukce funkce z testovaci funkce*.

4. Velikost mnoziny Z je zésadni pro platnost predchozi véty (kvuli hustoté). Zkuste si vzit

néjaky jiny VAas oblibeny prostor testovacich funkei 2, napt. mnozinu vSech konstantnich
funkci, a provést konstrukci znovu. Co budou prostory zobecnénych funkci, reguldrni zo-
becnéné funkce, Diracova d-funkce a bude platit predchozi véta, zahrnujici klasické funkce
do zobecnénych?
Poznamenejme zavérem, Ze lze snadno nahlédnout, Ze z jedné testovaci funkce lze snadno
vytvorit derivovanim, nasobenim hladkou funkci, skdlovanim argumentu apod. novou testo-
vaci funkci. Dopiedu prozradme, %e operace konvoluce (zavedeme pozdé&ji) je dalsf moZnosti
(tzv. mollifiers), viz cvieni. Doporu¢uji detailné promyslet.

2.1.3 Piiklady

S nékterymi zastupci zobecnénych funkei jsme se jiz setkali. Pfipomeneme si je a doplnime o dalsi.

1. Jiz jsme dokézali, ze §,, € Z'.

reg reg

2. Ukézali jsme, ze 2., C 2'. Tj. napiiklad sinz € 2/, C 7', kde (sﬂfm, Lp) = [psinzp(z)dr
asinz: 2 —C je linearni a spojity funkcional nad 2.

3. Diracova é-funkce mé vice moznych podob ve vyssich dimenzich, pokud na ni nahlizime jako
koncept singularniho zdroje. Ve vyssich dimenzich je mnozinou miry nula nejen libovolny
bod, ale libovolna varieta dimenze mensi, nez je samotny prostor. Tedy kromé jiz zavedené
Diracovy d-funkce lze zavést tzv. jednoduchou (éi prostou) vrstvu s vahou ndsledujicim
zpusobem.

Definice 2.1.9. Nechf S je po ¢astech hladkd nadplocha v R™ a v(zx) je funkce spojitd na
S. Definujme

(Vis, @) = /Su(x)cp(x)dS Yo e .

Funkcional vdg nazyvame jednoduchou vrstvou.

Skutecné plati, Ze jednoduchd vrstva je zobecnénou funkci, tj. vds € 2’, a nechdvame Ctenari
k ovéfeni (cvifeni).

4. Vidéli jsme, ze propojeni klasickych a zobecnénych funkci se odehrava systematicky vyhradné
skrze generatory lokdlné integrovatelnych funkci. Obecné jinym klasickym funkcim zobecnénou
funkei nepfitazujeme az na par dulezitych vyjimek. Takovouto vyjimkou je funkce f(x) = %
Nejedné se o lokalné integrabilni funkci a je tedy otazkou, jaky funkcional dané klasické
funkci priradit, aby mél podobné chovani. Uzivany pristup v tomto pripadé je pomoci tzv.
reqularizace této funkce, kterd odstrani problém lokélni neintegrovatelnosti zptisobenym bo-
dem O.

Zkusime odstranit problematicky bod v klasickém pfirazeni funkcionalu nasledovneé:

<P;,¢(z)> = lim GO

e—0t R\(—¢c,e) <
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tedy tak, Ze odstranujeme symetrické okoli problematického bodu a v limité toto okoli
x
uvazujeme libovolné malé. Tato limita se bézné oznacuje jako V, / de a nazyva se
R T
integral ve smyslu hlavni hodnoty. Na cvicenich bude ukazano, ze timto krokem dojde k
odstranéni naseho problému, tj. P% € 2'. Intuitivné tusime, ze souvislost mezi timto funk-
ciondlem a funkei 1/z existuje, ale neni jasné, jak blizka tato reprezentace je. Postupem ¢asu
uvidime, ze bude platit obvyklé x”P% ="' v 2’ pro n > 1 véetné vztahu pro derivaci.

Nutno téz podotknout, ze tato zminénd regularizace neni jedinou moznosti, jak doplnit
néjakou blizkou reprezentaci funkce 1/x do zobecnénych funkei. Setkdme se zanedlouho jesté
se Sochockého distribuci ﬁ, jejiz definici vSak prozatim odsuneme do doby, kdy budeme
schopni prozkoumat a porozumét blizkosti téchto dvou regularizaci.

Nakonec poznamenejme, Ze ne kazdd zobecnénd funkce mé generator v klasickych funkcich.
Takovymto funkcim fikame singuldrni zobecnéné funkce. Prikladem takovychto singularnich
zobecnénych funkei je Diracova d-funkce ¢i obé zmitiované regularizace funkce 1/z. UkdZzeme si to
na prikladé prvni jmenované.

Véta 2.1.10. Diracova J-funkee je singuldrni zobecnénou funkci, tj. 6 € 2"\ 7,

Diikaz. (pro jednoduchost a ilustrativitu tohoto tvrzeni pfedpokladejme 2’ (RY))
Sporem: Necht 3f € L} takova, ze (f, <p) = (4, ¢) pro vSechna ¢ € 2. Zaroven z definice Diracovy

loc

funkce mame (0) = (6, ¢) = / f(z)p(z)dx pro viechna ¢ € 2. Bud nyni n(z) = 2 € C*. Pak
R

vime, ze ny € Z pro viechna ¢ € 2. Zaroven vime, ze (ne)(0) = 0 = [, f(x)n(z)p(x)dz pro
vSechna ¢ € 2. Odtud z hustoty plyne, ze (fn)(x) = 0 skoro vsude, a tudiz f = 0 skoro vsude,
COZ je spor. O

2.2 Zavedeni zdkladnich operaci v &’

Nyni jiz mame zavedeny zobecnéné funkce a zname jejich vztah ke klasickym funkcim. Vzhledem ke
smyslu a cilim naseho tsili je tfeba doplnit i operace na zobecnénych funkcich. Dosavadni poznatky
jsou shrnuty v obrazku 2.1, kde je i naznaceno, ze zavadéné operace v zobecnénych funkcich budou
variantou ke klasickym operacim, které analyza uziva. Pokud bychom tedy nezavadéli nové operace
s pozadavkem shody s klasickymi operacemi, kde to 1ze, tak bychom museli diisledné odliSovat mezi
operacemi klasickymi a zobecnénymi, zatimco uz vime, ze klasické a zobecnéné funkce odlisovat
nemusime.

My vsak budeme postupovat naopak: budeme pozadovat, aby zobecnéné operace byly rozsitenim
klasickych a tedy opét budeme klast diraz nat motivaci. PFi oznaceni operace pomoci operatoru T’

budeme prirozené pozadovat, aby T'(f) = T(f).

2.2.1 Derivace v 2’

Hledame tedy rozsiteni klasické derivace do zobecnénych funkei a to takové, aby ]?’ = f". To jest,
abychom obdrzeli stejnou zobecnénou funkci, jestlize funkci f nejprve zderivujeme jako klasickou
funkci a pak nalezneme zobecnény protéjSek ¢i nejdiive z klasické funkce f vytvorime funkci
zobeenénou f a tu zderivujeme v 2.

Pro tcely definice uzijeme této motivace k nalezeni vhodného defini¢ntho vztahu pro derivaci:

(7' ¢) = (Fre) = [ £ @ot)ia ™2 [f@pla) % - [ F)peyds = (F.¢).

Tedy nasledujici definice zavadi pojem derivace, ktery je kompatibilni s derivaci klasickou.

Definice 2.2.1. Bud f € 2'(R). Pak derivaci f’ v 2'(R) definujeme piedpisem

(f',¢) :==—=(f.¢") pro libovolné ¢ € 2.
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Obrazek 2.1: Shrnuti dosavadnich poznatkl o zobecnénych funkcich a jejich souvislosti s klasickymi
funkcemi.

Ovéime, Ze takto definovand derivace zobecnéné funkci f prifadi opét zobecnénou funkei f'.
To znamen3, zZe je tfeba ovérit nasledujici tii podminky:

Funkciondl: Trividlni z faktt ¢’ € Z a f € Z'.

Linearita: Budte p,9 € 2(R) a a € C. Pak
(fso+ap) =~ (f. (0 +ay)) = = (f,¢) —a(f, ) = (f' ) +a(f,¥)
P1i dokazovani jsme vyuzili, Zze f je zobecnéna.
Spojitost: Necht oy, 2, 0. Cheeme ukéazat, ze (f', 1) = (f',0) =0 v C. Upravujme

lim ! = — lim £).

Jim (Fp) = = T (f¢h)

Pokud nyni muzeme vtdhnout limitu do argumentu zobecnéné funkce, tak je dikaz hotov,
jelikoz konvergence v & vyzaduje bodovou konvergenci derivaci v kazdém bodé. K vtazeni
limity vyuzijeme spojitosti zobecnéné funkce f, ktera prevadi konvergentni posloupnost na
konvergentni posloupnost. Proto musime ovérit, ze plati implikace @y 2,0 = ©l, Z0.
Tato implikace je vSak platnd, jak se 1ze pfesvédéit: posloupnost funkef ¢} maji stejnomérné
omezené nosice (jelikoz supp ), C supp gy pro libovolné k). Podminka na stejnomérnou
konvergenci vSech derivaci je splnéna trividlné diky konvergenci ¢ v 2.

Tedy jsme nasli zobrazen{ na prostoru 2’(R), které libovolné funkci f € 2'(R) pritad{ f —
' € 9'(R) a zéroven je shodné s puisobenim klasické derivace na klasické funkce. Pozorovéni, ze
takto vyrobime ze zobecnéné funkce vzdy novou zobecnénou funkci ma dulezité duasledky:

Véta 2.2.2. Kazda zobecnéna funkce f ma vsechny derivace.

Pozndmka. Derivaci jsme zavedli pouze pro f € 2'(R). Pokud bychom chtéli provést rozsient,
staci si uvédomit, ze za kazdy dalsi fad derivace pribude pouze dalsi znaménko ,, —“. Proto muzeme
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definovat derivaci pro libovolnou f € 2'(R™) ndsledovné a jsou si vzajemné kompatibiln{ (definice
derivace pro ruzné rady)

(Df, ) = (1)1 (f, D)

Piiklad Naleznéme derivaci absolutni hodnoty, tj. |z|" v 2'(R). Zde jsme jisté mimo platnost
motivace, totiz nemuze platit j~” = f’ (kterd strana zde nemé4 smysl?). Vyuzijeme tedy ono rozsifeni
derivace do zobecnénych funkci a zkusime porovnat s klasickou derivaci.

Hledame zobecnénou funkci f, jejiz akce na libovolnou testovaci funkci by byla stejna, tj.
(|z|’, ) = (f, ¢) pro vSechny ¢ € 9. Nyni upravujme:

(71 o@) =~ (@) = - [ltp@ar=- [ o g~ [ ol

— el - | 0001 olwir o™ + [ 1o = [ s )olerie = (s (o)o(@)).
=0 =0

AS)
=
~—
o
kel
9]
hel
]

8

—~
Tedy jsme vypocetli, ze |x| = sgn (z) v 2'(R), odkud je patrné i blizkost klasické derivaci. Viele
doporucuji ¢tendri si ukdzat, ze zpisob vypoctu je velice ndvodny a nelze se (pri spravném vypoctu)
od néj prakticky nikde odchylit.

2.2.2 Regularni linearni transformace

Postupujeme opét analogicky z motivace pro nalezeni rozsiteni regularni transformace do zo-
becnénych funkci. Méjme regularni matici A a vektor b, pak

(F(Az +8), p(2) = (F(Az 1), /an:+b () de

= / e (A7 =) g = gy (Fv) @)

kde 9(z) = p(A~1(x — b)) je testovaci funkei.
Rozsifeni na obecnou zobecnénou funkci je pak nédsledujici.

Definice 2.2.3. Bud f ¢ &', déle A € R™" regularni matice a b € R™ vektor. Pak definujeme
regularni linearni transformaci g Ab zobecnéné funkce f vztahem:

(gf;vb’@) = |detA| (M’A b)

Piicemz ¢ ,(x) := ¢ (A~"(z — b)) pro viechny ¢ € 7.

Pozndmka. Tato definice je korektni, nebot 9% ,(x) € Z < ¢ € Z a tedy levd strana v definiénim
vztahu je dobfe definovana pro kazdou testovaci funkci.

Pozndmka. Takovéto oznaceni je sice srozumitelné, ale ponékud kostrbaté. Obvykle se uziva jiné
oznaceni pro onu nové vyrobenou zobecnénou funkei z trojice (f, A, b), které je vSak drobné zneuziti
notace a muze byt zpocatku ponékud matouci:

(f(Az +b), p(z)) = ——

[det A[ (f(x), 0 (AN (z—D))).

Tato notace je rozumnd, je jen jinym vyjadfenim skutecnosti, Ze nova zobecnéna funkce vznika
z oné trojice. Zduraznéme vsak, Ze zobecnénd funkce f € 2’ nepuisobi na redlnd ¢éisla  (nejde o
oznaCeni argumentu), ale naopak na (celou) testovaci funkci. Jedné se vSak o rozumnou notaci,
jelikoz ztetelné pripomind, co reprezentuje nova zobecnénd funkce a jak vznika z oné vytvorujici
trojice (f, A,b).

Opét téz zjistime, ze se jedna zobrazeni vzdy vytvarejici zobecnénou funkci ze zobecnéné funkce.
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Véta 2.2.4. Bud f € 2'. Pak f(Az+b) € 7.
Diikaz. Opét staci ovérit tii podminky.
Funkciondl: ziejmé;

Linearita: plyne z linearity f;

Spojitost: Potfebujeme ukdzat, ze ¢ 250 = (f(Az +b), pr(x)) — 0. Tedy

G (F(Az+0) (@) = Tim oo (f@),on (A7 1)) =
- @ f@), Jim o (A7 (z =) | =0. (2.2)

=0

Jednd se o zcela analogicky postup jako v pripadé derivace a opét neni varianty v po-
stupu. Jediny krok stojici za povsimnuti je, ze pokud ¢y 2, 0, tak i vy Z, 0, kde
Vi = Yk (A‘l(:t — b)) To je vsak trivialni dusledek stejnomérné konvergence. Zbytek je
analogicky dtikazu pro derivaci.

O

Timto jsme ziskali moznost vytvareni novych zobecnénych funkei z jisté vychozi, které maji
blizko vyznamem k posunovani a transformace argumentu klasickych funkci.

Pozndmka. Tato definice nds opraviiuje uzivat i nésledujici oznaceni pro akci testovaci funkce na
zobecnénou: (f, p) = (f(z), ¢(x)), kde novy objekt na levé strané je specidlnim piipadem regularni
linearni transformace s volbou b = 0, A = I a explicitné napsaného vztahu mezi funkci ¥ a ¢ v
bodovém zapisu. Toto oznaceni ,, proménné“ uvazované testovaci funkce zde nemé zadny vyznam
(vzpomeﬁme ie zobecnénd funkce pﬁsobi na celou testovaci funkci), ale nabyde na vyznamu

vvvvvv

Priklad Kdybychom zavedli pojem sudosti a lichosti analogicky ke klasickym funkcim, tak lze
ukdzat, ze Diracova d-funkce je sudé, tj. plati, ze §(—z) = 6(z) v Z'.

Vyjdeme z rovnosti v 2’, tj. ovéfujeme, zda plati, ze (§(x), p(x)) = (§(—x), ¢(z)). MuZeme
zacCit od pravé strany, kde sice pusobi funkcional, ktery jesté nezname explicitné, ale vime, jak je
vyroben ze standardni Diracovi d-funkce. Anebo, pokud nevidime, jak danou rovnost ukazat, tak
se pokusime priblizovat obé strany rovnosti postupné k sobé. Upravujeme nejprve levou stranu
vyrazu:

A=Ib
(0(), () * =" (6,0) = 9(0)
Nyni upravime pravou stranu a vyuzijeme toho, ze tentokrat je A = —I a b =0.
(0(=xz), p(x)) = (6(x), p(—x)) = (6,9) = $(0) = ¢(0)
——
¥(x)

2.2.3 Nasobeni hladkou funkci v &’

Chtéli bychom vytvorit operaci nasobeni hladkou funkci, kterd by opét spliiovala onu obecnou
motivaci pro rozsirovani operaci do zobecnénych funkci, tj. spliiovala néasledujici: f-g= f-g. Z
této podminky dostavame:

(F-a.0) = (Fawe / f(@)g(@)p(x)dz = / o(x) f(x)p(@) dz = (3, f).

€2
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Vidime vsak, Ze z pozadavku, aby definice byla rozumné (vracela kone¢né ¢islo pro kazdou testo-
vac{ funkei), tak je nutné se zna¢éné omezit a sice pouze na nésobeni zobecnéné funkce reguldrni
zobecnénou funkci, kterd ma hladky generdtor.

Definice 2.2.5. Bud a € C* a a € %, a necht f € &'. Pak definujeme (a - f,p) := (f, ap) pro
vsechna ¢ € 2.

Nelze snadno zeslabit predpoklad na a € C*° a z tohoto divodu neni mozné napiiklad vynésobit
dvé Diracovy funkce. JelikoZ se ale jednd o fyzikalné dileZity problém, tak byl predmétem (neddvného)
vyzkumu. Vyzaduje vSak jesté abstraktnéjsi pristup tzv. Colombeau zobecnéné funkce.

Véta 2.2.6. Bud a € Z/,,aa€C® anecht f € P'. Paka-feP.

reg

Diikaz. Jedna se o trividlni variantu na dva predchozi, a tedy nechavame ¢tenari. O

2.3 Vlastnosti zdkladnich operaci v &’

Nyni jsme uz v pozici, kdy mizeme ukdzat slibené jednoduché vztahy pro zdmény operaci v 2.
Jisté ¢tendr velmi oceni jednoduchost a srozumitelnost tvrzeni po kurzech standardni analyzy.
Podotykdme, ze ustfedn{ pojem limity v zobecnénych funkeich byl jiz zaveden (a to ve slabém
smyslu). Je vhodné si uvédomit, Ze tato definice nerespektovala motivaci ve smyslu rozsifovani
klasickych operaci. K této problematice se jesté pozdéji vratime.

Zkusme vypoditat limitu limg_, 4o coskx v 2’. V klasickém smyslu limita neexistuje, ale v
zobecnéném m4 smysl se touto otdzkou zabyvat, jelikoz coskx € Li,.. Pokud se pokusime tuto
limitu pocitat z definice, narazime na integral, ktery nebudeme schopni spoéitat (doporucuji vy-
zkouSet; pro¢ nelze vypocist?). Kdybychom vSak mohli zaménit limitu a derivaci, tak problém
odstranime (coz je vidét, pokud jste si vyjasnili, kde je problém). Totiz vypottéme nejprve limitu
v 2': limy,_, oo 7 sinkz. Zde je vypocet jasny:

1 1 1
<k£rfm % sin kx, <p(z)> = kll)rilm <k sin kz, <p(z)> = kli)rfoo L E sin kzp(z)dr = /Rde =0.

Tedy ukézali jsme, ze limy_, 1o % sin kx = 0. Nyni vSak ze zdmény limity a derivace by plynulo,
ze

—_~— Vi ’
0= lim l sinkx | = lim l sinkx )] = lim coskz.
k——+oo ]{ k—+oo ]{ k——+oo

Tedy, jak lze nyni snadno nahlédnout, pokud plati zdména derivace a limity v 2’ bez omezeni, tak

lim k™sin(kz) = lim k™ cos(kz) =0, Vm e N.

k—+o00 k—+o00
Ukazme si tedy, ze vskutku zdména v zobecnénych funkcich plati bez omezeni.

Véta 2.3.1 (o zaméné limity a derivace). Bud {fx}ren C 2, f|, = f v 2. Pak (limp— 400 fr) =
1imk_>+oo(fk)’ v 2.

Dikaz. Zvolme libovolnou ¢ € 2. Pak

. / _ . /:_ . /: . ! — . !
((tim_f00) == (tim_fue’) == lim_(feg) = Jim_ (o) = (lim_fiow)

kde jsme uzili po fadé definici derivace, limity, derivace a limity. O

Véta 2.3.2. Bud'te {fi}ren, {gr}treny C 2’ a necht jsou f,g € 2’ takové, %e fr. — f a gr — g.
Pak

L fo+gr—fH+gv 2
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2. a- fy — a- f pro libovolnou a € Z,,,,a € C*;
3 fi = 1"
4. fr(Az +Db) — f(Az +D).

Diikaz. Dukaz je ponechan ¢tenafi pro ryzi potéchu. O

2.3.1 Identity kalkulu

Nyni zformulujeme dalsi (a opét snazs{) analogické vlastnosti, které zndme z klasické analyzy.

Véta 2.3.3 (o derivaci slozené funkce). Bud'te f € 2'(R) a 0 # A, b konstanty. Pak
[f(Az+b)]' = A- f'(Az +b)

Diikaz. Upravujme levou stranu vyrazu opét primocare dle poradi operaci:

:C=A1(y—b)> =0

Jelikoz tvrzeni, které dokazujeme, je vlastné pozorovani o zaiméné potradi operace linedrni regularni
transformace a derivace, tak nas neprekvapi, ze je nutné nyni provést totéz s testovaci funkci. Pro
né plati

(o0 o) = - (Faz 40, F ) =~ (1 2

4
dy(p

_ de d
ANy —b) === —
(A7 (y b)) ity dy

- (AL - b)

=

a nyni jiz lze pravy dokoncit:

A dQO -1 dcri_vacc A 7 —1 _ /
(*):—A|(f(y),dy(A (y—b))> = W(f(y),<p(A (y—b)) =A-(f'(Az +b),p(x)).

Pozndmka. Pro jednoduchost jsme uvazovali regularni transformaci v jedné dimenzi. Prostou
obménou si vSak ¢tenar domysli rozsireni do R™.

Véta 2.3.4 (Leibnizovo pravidlo). Bud'te f € 2'(R), a € Z/,,(R) s generdtorem a € C*°. Pak
@ fy=d-f+a f v7'®).

Diikaz. Je jednodussi upravovat vyraz af’ v 2':

(af/a (P) = (f’,a(p) = _(f’ (a(p)/) = _(fv algp + CW/) = _(f’ a/@) - (f7 a@,) =

Z rovnosti v 2’ dostdvdme pozadované pravidlo o derivovdni{ soucinu. O

Vv

n-tou derivaci analogicky k Leibnizovu pravidlu pro klasické funkce. Poznamenejme vsak, ze toto
pravidlo o derivaci soucinu se ¢asto nespravné uziva i v situaci, kdy ani o jedné zobecnéné funkci
nevime, zda ma hladky generator. Doporucuji vzdy dukladné promyslet, jestli sou¢in zobecnénych
funkei je rozumny pred uzitim tohoto pravidla.

Véta 2.3.5 (0 zdméné parcidlnich derivaci). Bud f € 2'(R"). Pak lze vzdy zaménovat smisené
parcidlni derivace, tj.
0? 0?
f= f
axkaxl &maxk
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Diikaz.

(5 1090 = = (s @) ptt2) ) = (F(0)s gl 7

— () g o@)) = = (S0, (@) ) = (g )6l ).

Pozndmka. Jelikoz znaceni pti smiSenych parcidlnich derivacich neni jednotné, v tomto textu mame
na mysli nésledujici (operdtorovy) vyznam:

0? 0 [(0f(x
fla) = - (2L
81}k8$l al'k axl
Véta 2.3.6 (o derivaci po ¢astech spojité funkce). Bud M C R, M = {x}} nejvyse spocetni
mnoZina bez hromadného bodu. Bud' dile f € C*(R\M) a necht Vz € M existuji koneéné jedno-

stranné limity klasické funkce f. Necht déle je {f'} € L},., kde {f'} oznac¢uje klasickou derivaci
funkce f vsude, kde je ji mozné provést. Pak v 2’ plati

kde symbol [f], := mlif? f(x) —ml_i>n€17 f(x) oznacuje velikost skoku v misté potencidln{ nespojitosti.

Diikaz. Uvazujme pro jednoduchost mnozinu M = {x¢} jednoprvkovou (rozsifeni je pfimocaré).
Zopakovanim a zobecnénim postfeht z vypoc¢tu derivace absolutni hodnoty provadéného diive
mame:

~ ~ %0 oo e pa
(Fo0) = —(F. ) = — / f () (2)dz = - / f () (2)dz — / f () (2)dz "2

0

o —+oo
= | yepEr, - / Fe@dz | - | F@e@re - / f(@)p(z)da | =
—00 N’ xo
lim_ _fu)q:u) ~lim, ¢ f(@)o(a)

:/R{f pe(e)de+ lim f(z)p(r) — lim f(z /{f Yo(z)da + (o) l lim f(z) — lim f(fﬂ)] =

JL‘—>£B0 I*}ﬁo x—)xo T—T

@(zo) limzﬁm;r f(x)  w(zo) limIHIJ f(x)

= ({1 + | i f@)— lim f@) | Gase) = ({7 + ], 5 = 20), )

w—)wo T—T

[lag

Rozdéleni integralu na dvé mnoziny je nutné kvili spravnému uziti per-partes. Nésledné jsme
vyuzili znalosti, Ze testovaci funkce je spojitd a z predpokladu existence jednostrannych limit jsme
mohli provést parcidlni limity. Z dikazu je i patrny vyznam oné funkce {f’}, kde jen pozna-
menavame, ze v LP prostorech na mnoziné miry nula nezilezi, tedy jedna se o klasickou derivaci
funkce v LP prostoru. Nakonec jsme v posledni ipravé pouzili tvrzeni d,, = d(x—xg), které snadno
plyne z definice reguldrni transformace (a je pfedmétem cviceni). O
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Pozndmka. Toto tvrzeni ma Siroké uplatnéni a viele doporucuji ho uzivat namisto derivovani
soucinu.

Zkusme nyni toto tvrzeni aplikovat a vypocist derivaci Heavisideovy funkce O(z). Uvidime
jeho tspornost. Je ziejmé, ze {©'(x)} = 0. Jedinym problematickym bodem je pocdtek, kde m4
funkce jednotkovy skok. Proto [0©], =1 . Pak jiz mame ©'(z) =0+ 1-d(x —0) = d(x) v Z'.

Dfive jsme ukdzali, ze |z|" = sgn . Nyni zkusme vypodéitat |z|"":

2" = (|2]')" = (sgnx)"" = (sgn’z)" = (0 + 25(z — 0))" = 26"(x).
Tedy k vypoctu téchto zobecnénych variant derivaci postaci grafickd predstava.

Véta 2.3.7 (konvergence k Diracové d-funkci). Nechf f € L'(R) a necht spliiuje normalizaéni
podminku [, f(z)dz = 1. Pak pro fi(z) = kf(kx) plati:

fr(@) = 6(x) v 2’ pro k — +oo

Pozndmka. Jednd se o dilezitou limitu z hlediska vyznamu reprezentace Diracovy J-funkce.
Vzpomenme si na tvodni prednasku, kde jsme vzpominali zddané vlastnosti Diracovy funkce,
avsak nebylo je mozno splnit klasickou funkci. Jedna z predstav byla, aby funkce byla nulova az
na jeden bod, kde by dosahovala nekoneéné (ale néjak normalizované) hodnoty. Zde vidime, ze
zavedend Diracova d-funkce v 2’ tuto predstavu docela dobte spliiuje pravé diky limité.

Bud' napiiklad
1 proye[-1,1]
0 proy¢[-11]"

tj. charakteristickd funkce intervalu [—1,1]. Pak vidime, ze aby y = kx € [—1,1], tak musi z €
[—1/k, 1/k]. Tedy nosi¢ k-té funkce z posloupnosti je [—1/k, 1/k] a hodnota této funkce na supportu
je k. V intuitivnim smyslu, se v limité £ — +o0o nosi¢ méni na jednobodovou mnozinu a hodnota
jde skutecné do nekonecna a integral pres tuto funkci je pro libovolné k roven 2. Jak je vidét z
tvrzeni, takovychto posloupnosti 1ze sestrojit libovolné mnoho (nap¥. Gaussovo norméalni rozdélent,
kdy rozptyl jde k nule).

Nakonec pomoci znalosti o zaméné limity a derivace lze snadno sestrojovat podobné priklady
pro posloupnost konvergujici k ' v 2’. Je tfeba nutné, aby konvergujici posloupnost byla lich4?

fly) = ¢[—1,1] (y) = {

Diikaz. Dukaz je prostym vypoctem, ktery je diky obecnosti dokonce nézornéjsi nez v pripadé
vypoctu s konkrétnéjsi funkei. Upravujme tedy

k—4oc0

(J1im_Filohplo)) = im_ (ule). ol = Jim [ ki (he)ea)da = ()

Zde je na misté poznamenat, ze je samoziejmé nutné nakonec provést zaménu limity a integralu. Je
viak opravdu tieba ovérovat pfedpoklady, jelikoz v tomto typu vypotti se obzvlast ¢asto stdva, Ze
obdrzime nespravny vysledek pfi zaméné v nespravném misté. Doporucuji zkusit si zde zdavodnit
zdménu (nelze) a provést vypocet po nespravné zaméné napf. v pripadé f normélniho rozdéleni.
Je tfeba upravovat dale kvuli moznosti zamény limity a integralu:

B transformace T g
() = { kx =y } N kgriloo/Rf(y)cp (k:) dy.

Zde je jiz mozno provést zaménu, jelikoz ¢ je omezena konstantou K diky hladkosti a omezenému
supportu a f € L*(R) dle piedpokladu na celém R (to je dilezité, jelikoz lokalni integrabilita by
nestacila, protoze limg_, ;o0 @ (%) nemé omezeny nosi¢). Pak jiz mtizeme psit

/Rf(y) lim ¢ (%) dy = 90(0)/Rf(y)dy = (4, ).

k——+oo
—_———
=1
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Pozndmka. Pokud pro funkei f neplati ona normalizacni podminka, tak limy_, 4 f;(az) = ¢d(x)
v 7', kde [, f(x)dx = ¢, jak lze snadno nahlédnout.

Véta 2.3.8 (vztah derivace a limity). Bud f € 2'(R). Pak plati

fla) = 1 JETE) 1@

n—-+o0o

3=

Diikaz. Opét dokazujeme rovnost v &', tedy

< lim G i _f(x),gp(a:)) = lim (f(x—i— ) _f(x),gp(x)) =

n—-+oo n——+o0o

+

~—

n—-+o0o

in_ | (nf (43 ) 0@)) = 007@)ptan| 2T tim o (@ (2= 1)) - ()00

1
o p(z—35) — o)
—Aﬁ;<ﬂ@v |
Nyni chceme vtdhnout limitu do argumentu zobecnéné funkce (do zdvorek). Ze spojitosti funkce

, . (. . Vi v z—2)—p(z) 2
f € 2’ vime, ze zachovdva konvergenci. Proto staél ovéfit, ze ¥, (z) = W(”f)() —. Jako

kandiddta na limitn{ funkci zvolme samoziejmé bodovou limitu —¢’(x). Pro kon\;ergenci v 9 musi
byt splnéno:

1. supp ), jsou stejné omezené. Toto plyne z faktu, ze suppy C B(0,R) a diky pfedpisu
%) (x - %) rovnéz vime, ze se support ¢ se zméni nejvySe o jedna. Pak tedy suppv, C
B(0,R + 1) pro vSechna n € N.

2. Zbyva dokazat stejnomérnou konvergenci pro vSechny derivace. Za¢néme s nultou derivaci,

R
kdy je tfeba ukédzat, Ze 1, = —¢'(z). K tomuto vyuzijeme supremové kritérium, kdy plati

n—-+oo

R
Yn = —¢'(x) & 0y = supg|tn(x) + ¢’ ()] == 0. Supremum odhadneme pomoci Taylo-
rova rozvoje ¢lenu ¢ (J; — %) do fadu 2. derivace:

r— 1) —p(z
I EEER

n

= supg

Zavéreény prechod je mnozné psat, nebot je funkce ¢ hladkd a je tedy na svém supportu
omezend, tj. i v neurc¢eném bodeé &.

Pro vyssi derivace lze postupovat identicky, jelikoz jsme vyuzivali jen obecnych vlastnosti testo-
vacich funkci. O

2.4 Nosi¢ zobecnéné funkce a dalsi poznatky o 2’

Dopliime si nyn{ pojem nosi¢e zobecnéné funkce a nakonec doplnime par poznatkt o limité v 2.

2.4.1 Nosi¢ zobecnéné funkce

Definice 2.4.1. Bud f € 2'(R"), G = G° C R™. Rekneme, Ze f je nulova na G , piSeme f =0
na G, pravé kdyz (f, ) = 0 pro vSechny ¢ € 2(G).

Pozndmka. Lze ukéazat, ze pro kazdou zobecnénou funkci f existuje nejvétsi oteviend mnozina G s
touto vlastnosti. Tuhle mnozinu nazvéme N (f). Dikaz tohoto tvrzen{ najde ¢tendr ve [Stovidek].

Definice 2.4.2. Mnozinu supp f := R™\N(f) nazveme nosi¢em zobecnéné funkce f.
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Pozndmka. Je ztejmé, ze supp f je uzaviend mnozina. Rovnéz je treba zdtraznit, ze pro zobecnénou
funkci f neplati, Ze supp f C Dom(f), nebot defini¢nim oborem zobecnéné funkce jsou testovaci
funkce a nosicem je ¢iselna mnozina. Jak vsak ukdzeme v nasledujicim tvrzeni, je takto definovany
zobecnény nosic¢ blizky klasickému. Déle pak uvidime dalsi souvislost mezi intuici ohledné nosice
Diracovy é-funkce a touto definici.

Véta 2.4.3. Bud f € 7],
zprava & zleva v kazdém bodé nespojitosti. Pak supp f = supp f.

a bud f po éastech spojita funkce jedné proménné s tim, Ze je spojitd

Pozndmka. Funkce je po Castech spojitd, pokud ma koneé¢né mnoho nespojitosti prvniho druhu
(tj. existuji obé jednostranné limity a jsou konec¢né) ¢ odstranitelnou (obé jednostranné limity
existuji a jsou si rovné) nespojitost. Dodate¢ny pozadavek o spojitostji zleva ¢i zprava v bodech
nespojitosti pak znemoznuje situaci, kdy funkéni hodnota v bodé nespojitosti nabyva jiné hodnoty.
Zde nejde vsak o presné specifikovani funkei, pro néz je klasicky a zobecnény nosic stejny. Cilem je
najit rozumnou t¥idu funkei, pro néz tato shoda plati. Napiiklad funkce f(x) = x ¢i Heavisideova
funkce 6.

Diikaz. Jednd se o rovnost dvou mnozin, a tedy ukazeme dvé inkluze.

supp f C supp f : Uvazme zobecnénou funkei nulovou na G: f = 0 na G. Tzn.

Fo) = [ f@)p@)de = /G f(@)p(z)dz = 0,

R™

odkud ale plyne, Ze f = 0 s.v. na G, a tedy supp f C R"\G, jelikoz f = 0 vSude na G kvili

predpokladu po ¢astech spojitosti funkce f. Specialné pak tedy pii volbé G = N(f) médme
supp f C R"\G = R"\N/(f) = supp f.

supp f C supp f : Postupujeme sporem, tj. 3zq € supp f, o ¢ supp f. Nosice jsou uzaviené
mnoziny, a tedy 3G = G° takova, ze G C suppf a zdroven G Nsupp f = 0. Z druhé
vlastnosti vime, ze f(z) = 0 na G, a z prvni naopak 3 € 2(G) takovd, ze (f,v) # 0, coz
je spor, jelikoz

04 (F.) = /G Fayi(@)dz = 0,

O

Pozndmka. Nosic¢ klasické funkce, jak jsme ho zavedli u testovacich funkci, je zavaddény jen pro
spojité funkce (a my ho zde prirozené rozsifujeme na funkce po éastech spojité). Pro obecnéjsi
funkce, napt. z Lebesgueovych prostoru, nelze nosi¢ takto definovat.

Tlustrujme nyni pojem nosi¢ zobecnéné funkce na konkrétnim piikladé. Uréeme supp d,,. Pied-
pokladejme, Ze mame testovaci funkci, jejiz support neobsahuje bod xg. Pak v tomto bodé je funkce
nulovd a z definice Diracovy funkce mamé (d,,,¢) = ¢(xo) = 0, a to pro libovolné ¢ spliiujici tuto
vlastnost. Je zfejmé, Ze zobecnéna funkce je tedy nenulova pouze pro ty testovaci funkce, které
ve svém nosici obsahuji bod zg, a tedy plati, Ze supp 0., = {zo}, jelikoz mensi doplnék k nulové
mnoziné ma jen nulova zobecnéna funkce.

Véta 2.4.4 (feSeni rovnice z™f = 0 v Z'(R)). Bud m € N. Pak rovnice 2™ f = 0 v 2'(R) ma

m—1
pravé nasledujici feseni f = Z 0" kde ¢; € C (jind FeSeni nejsou).
k=0
Drikaz. Dukaz nebude proveden v plné obecnosti. Dokazuje se matematickou indukei, zajemci jej
naleznou ve [ét’oviéek]. Zde bude proveden pro jednoduchost jen pro m = 1.
Nejprve si uvédomime, ze dany tvar feseni je spravny, a to prostym dosazenim a vyuzitim
rovnosti a(z)d(z) = a(0)d(x).
Obracend implikace (jiné FeSeni neexistuje) je obt{znéjsi. Pfedpokladejme, ze Vo € 2 plati, ze

('rfv(p) = (f,Z‘QD) =0
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1. Nejprve uvazme ¢ € 2 takové, ze p(0) = 0. Pak plati (f,¢) = (f,z¢) = 0. Muzeme totiz
o(z) rozepsat nésledujicim zptsobem:

x 1
() = p(0) + / & (t)dt = (0) + / o (@r)dr = o3p(2).
O Ow( )EC>

Vidime, ze ¥ € C* a navic z rovnosti ¢ = x1) plyne, ze je-li ¢ € 2, tak i ¢ € . Proto pro
f splnujici zf = 0 plati (f, ) = (f, z¢) = 0, jakmile je ¢ € Z a ¢(0) = 0.

2. Bud nyni n, ¢ € 2 a volme n(0) = 1. Pak funkce ¢ — ¢(0)n splituje podminky z predchoziho
bodu a mame:

(fro —@0)n) =0=(f,¢) — w(0)(f,n).

Odtud jiz plyne pozadované tvrzeni, nebot (f,¢) = ©(0) (f,n), tedy f = cd, kde ¢ = (f,n).
—~ ——
(8,) cislo

O

2.4.2 Uzavrenost 2’

Pripomenime definici limity (konvergence) v 2’: Bud {fx}ren C 2’ posloupnost zobecnénych
funkci a bud’ f € 2’. Pak fekneme, Ze limita posloupnosti funkci fi, je rovna f, ozn. limg s 1 oo fr =
f, pravé tehdy, kdyz limg— oo (fx, ) = (f, %) pro libovolnou ¢ € Z. Poznamenejme, Ze pojem
limity existuje i pro klasické funkce, a tedy zde jsme se odchylili od zavedené zvyklosti uzivat moti-
vaci k rozsiteni klasického pojmu limity do zobecnénych funkci. Definice limity zde pripomenutd je
slabé konvergence (FA: weak-star konvergence v topologickych vektorovych prostorech) a zkusme
si nyni vyjasnit, jak si jsou tyto pojmy blizké.
Poznamka. 1. Jedna se vskutku o slabou konvergenci a nasledkem je, ze leccos konverguje v
2’ (vzpomenme napf. limitu k™cos(kz)) a plati ony véty o zdméné. Jednd se o dusledek
silnych pozadavku na testovaci funkce, k nimz jsou zobecnéné funkce dualni.

2. Existuje néjakd shoda této slabé konvergence s klasickou (bodovou) limitou? Zkoumdme

tedy, jestli plati, Zze limy_ 4 oo fr = limg_s 100 fr. Tedy

) . N AR 2
i [ Ao =t (o) = (1 fie) £
? - B .
4 ( i fk,so) = [ Jlim_ A

Vidime tedy, ze jakmile plat{ zdména limity a integralu (napf. existuje-li integrabilni majo-
ranta), tak jsou tyto definice limity ve shodé.

3. Uzavfenost v 2’

Predpoklad f € 9’ je v definici konvergence v 2’ nadbytetny (dikaz je zaloZen na Banach-
Steinhaus theoremu pro topologické vektorové prostory, FA), tj. lze opét zformulovat kon-
vergenci posloupnosti zobecnénych funkei jakozto vlastnost posloupnosti. Presnéji lze rfici
nasledujici:

Véta 2.4.5. Bud {fr}en C 2'(G) a necht Vo € 2 existuje limy_, 1 o (fx, ) € C (pFirozeny
pozadavek). Pak

(f,0) = I (fi9) Vip € 7
—+o0

definuje zobecnénou funkei f € 2/'(G).
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V tomto smyslu lze chapat iplnost prostoru zobecnénych funkei vici konvergenci v 2.

Toto pozorovani mé vSak i prakticky vyznam. Pomoci néj naptiklad snadno ukazeme, ze So-
chockého distribuce, coz jsou jiné mozné regularizace funkce %, jsou zobecnéné funkce. Sochockého
distribuce jsou definovany pomoci limity jako

1 . 1
(2ot =t (2w vee o

Nyni si staci uvédomit, ze ﬁ jsou lokélné integrovatelné funkce, odkud jiz pak mame zaru¢enou
existenci limit, a tedy Sochockého distribuce je vskutku zobecnénou funkeci.

Pozndmka. Vypoctem snadno téz ovéfime rozumnost obou regularizaci a sice, ze plati xﬁ =

PL_1P . e odsud bl Vil 401 o Fesend aleebraickd . o
xP: = 1. Poznamenejme, ze odsud plyne pouzitim pozorovani o feseni algebraické rovnice z f (x) =
0, ze se regularizace mohou lisit pouze o nasobek Diracovy §-funkce, coz upresnime v nasledujicim
tvrzeni.

Véta 2.4.6 (Sochockého vzorce).

1
ey P-Finé(z) v 7'
Diikaz. Bude dokdzéno (vypocteno) na cvicenich. O

Pozndmka (nésobeni v 2'). Na z4avér se jesté vratme k operaci nasobeni v 2’. Vidéli jsme, 7e jako
jedina operace ma pro svou platnost néjaké omezeni a to dokonce takova, ktera jsou mnohem vice
restriktivni nez operace nasobeni v klasickém pripadé.

Operace neni napiiklad ani symetrickd (ani dvé spojité funkce neumime vynasobit v 2'). Toto
Ize opravit s pomoci Fourierovy transformace. AvSak vynésobit napiiklad dva bodové zdroje s
riznou lokalizaci (dvé stiedované Diracovy d-funkce) nelze, byt jde o fyzikalné dileZity problém.
Z tohoto dtivodu je soucin zobecnénych funkei stale aktivni vyzkumny problém a alespon ¢astecné
odpovédi (ale v dosti obecnéjsim a nirotnéjsim ramci) se podaftilo dosdhnout J.F. Colombeauovi.

2.5 Tenzorovy soucin a konvoluce

2.5.1 Zavedeni tenzorového soucdinu

V predeslé ¢asti jsme narazili na problém nemoznosti ndsobit dvé zobecnéné funkce. Existuje vSak
jesté jiny typ nasobeni, ktery pujde do zobecnénych funkci tspésné rozsitit. Tenzorovy soucin
klasickych funkef je specidlnim typem soucinu tykajici se nezdvisljch proménnych, tj. soucin f(x)-
¢(y) budeme nazyvat tenzorovy soucin a budeme jej znalit f(z) ® g(y). Dopfedu prozradime, ze
bude existovat §(z) ® d(y) (byt stale d(z) ® d(z) nebude existovat).

Pri zavadéni tenzorového soucinu postupujme standardné z motivace. Nejprve si uvédomime, ze

u klasickych funkei se jednd o prosté ndsobeni ve smyslu f(z)®g(y) = f(x)g(y), tedy f(xTéjq(y) =

—_~—

f(@)g(y), coz ve spojeni s klasickou motivaci pro rozsifovani operaci do zobecnénych funkei zna-
mena

f@)@g(y) = f(z) @ g(y) = f(x)g(y)-
R™), 5 2!, (R™), p € (R T™):

Nakonec naleznéme vhodny vztah pro definici pro f € 2/ reg

'eg(

(ﬂ%) ®@,w(x,y)) = (f(x)g(y)w(w,y)) = /me f(@)g(y)e(z, y)dedy = fzuénzi

loc
Jur 1@) (Jun 9o, y)y) dz = (£(2), (9(), (2. v)
Jiom 90) (Jow F @)@ p)dz) dy = (9, (£(2), ()

Na zakladé této tivahy tedy definujme tenzorovy soucin na prostoru zobecnénych funkei.
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Definice 2.5.1. Bud f € 2'(R"), g € 2'(R™) a ¢ € 2(R"T™). Pak tenzorovym soucinem
zobecnénych funkci f ® g rozumime:

(f(@) @ g(y), p(x,y)) = (f(z), (9(y), (2, ¥))) -

vvvvvvvvvvvv

védét, aby definice tenzorového soucinu byla rozumna? Zejména aby novy objekt byl dobre de-
finovan, tj. vracel konec¢né ¢islo na kazdou testovaci funkci. K tomu ale potfebujeme védét, ze
(9(y), o(x,y)) € P(R"™). Za druhé je tfeba zjistit, kdy se touto definici ziskava funkciondl, ktery
je linearni a spojity, tj. kdy se jedna o zobecnénou funkci.

Odpovéd na obé otazky je slozitd (zdjemce rdd odkazi na [ét’oviéekl]), ale my se pokusime
nahlédnout do jejich zodpovézeni alespon cCasteéné. Uvazme pro jednoduchost jen specidlni tes-
tovaci funkce ¢ € Z(R"™) a to takové, které jsou separabilni do tvaru ¢(z,y) = v (z)py(y).
Potom ¢, Z(R"™), ¢, € Z(R™) a snadno nahlédneme, ze

(9(W), o(x,y) = (9(), e (x)py (¥) = (9, y)0e(x) € Z(R"),

jelikoz z hraje roli parametru pfi ptsobeni zobecnéné funkce g(y) € 2'(R™).

Podobné se lze vyjadrit k druhému problému. Linearita je trividlni a zabyvejme se spojitosti,
kde opét budeme uvazovat pro ilustraci separabilitu testovaci funkce. Totiz méjme @y (z,y) €
P (R™™), kterou lze rozepsat jako on(x,y) = up(x)vr(y) a zdroven konverguje v Z(R"T™).
Potom obé posloupnosti {uy} ¢i {vr} jsou konvergentni v & (ukazte si). Potom mutzeme upravit
rozhodnou limitu jako:

lim (f(z)®9(y), px(z,y)) = lm (f(2),(9(y), px(z,y))) = lim (f(2),ur(2)(9(y),ve(y))) =

k—+o0 k—4o00 k—400
= kgrfoo(f(x),w(x))(g(y),vk(y)) = kgrfoo(f(w),w(fﬂ)) kggloo(g(y),vk(y)) =

= (f(2), Qm uk(2))(9(y), Jm v (y)) =0.

Tedy vskutku je nové definovany funkciondl spojity vici této specidlni t¥idé testovacich funkci.
Zavérem této diskuze poznamenejme, Ze jde sice o velké zjednoduseni tvaru testovacich funkei,

ale i prezicni dikaz je na tomto postupu zalozen. Totiz plati nésledujici tvrzeni (bez dtkazu,

piipadné opét [Stovicek]).

Véta 2.5.2. Prostor Zge,(R"™) = {Zé\;l ug(x)op(y)| ue € Z(R™), v € Z(R™)} je husty v

2 (R™*™) vzhledem ke konvergenci v Z2(R"t™), tj. Vio € Z2(R"™) FHpr} C Dsep(R™T™) takova,

7e Qy, 2, ©.

2.5.2 Vlastnosti tenzorového soudinu v &’

Nyni uvedeme vlastnosti tenzorového soucinu v 2’ s tim, Ze v pripadé potieby se v dikazech
opét omezime na zjednodusujici pripad separabilnich testovacich funkci, abychom ziskali alespon
néjakou intuici pro zobecnény tenzorovy soucin.

1. komutativita: Uvazujme f € 2'(R"), g € 2'(R™) a testovaci funkci p € Z(R"T™). Pak

(f(@) @ g(y), p(x,y) = | f(@), | 9W), pa(@) @y (y) | | = (f(2),02(2)) (9(¥), 0y(¥)) =
eC eC

= (9(y), (f(@), p(2)) 0y (v)) = (9(¥), (f (@), vz (x)py(y))) = (9(¥) ® f(2), p(z,9y)) -

2. linearita v obou argumentech jakozto zobrazeni ® : 2'(R™) x 2'(R™) — Z'(R"*™).
Dtikaz je jednoduchy a prenechdvame ¢tendari.
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3. asociativita: pro f € Z'(R"), g € 2'(R™) a h € Z'(R") plati, ze (f(z) @ g(y)) ® h(z) =
f(@)® (9(y) @ h(z)) v 2'. Upravou pravé strany dostavame:

(f(z) @ g(y)) ® h(2), p(x,y,2) = (f(z) @ g(y), (M=), p(x,y,2))) =
= (f(2), (9(y), (h(2), (7,9, 2)))) = (f(2), (9(y) @ h(2), p(z,9,2))) =
)

4. spojitost v obou argumentech: diky komutativité staci vysSetrit spojitost v levém ar-
gumentu, tj. uvazme {fxtren C 2'(R"), f € 2'(R") a necht fr — f v 2'. Bud navic
g € Z2'(R™). Pak plati fi(z) ®@ g(y) — f(z) ® g(y) v Z’. Stadl si totiz uvédomit, ze:

k—-+4o00

(kgrfwfk(w)@@g(y)’w(%y)) = Jim L (fu(@)@9(y), la,y)) = lim (fi(x), (9(y), o(2,y))) =
( lim  fi(z), (g(y),so(w,y))> = (f(2), (g(), p(z,v))) = (f(z) @ g(y), p(z,y)).

k—-+oco

5. zAména derivace a tenzorového soucinu: Plati DS (f(z) ® g(y)) = (D2 f(z)) ® g(y) v
2'. Upravovanim za vyuziti pfedpokladu o separabilité testovacich funkci mame:

(D2 (f(2)29(1)), (@, y)) = (D (f(2)29(1), po(2) 2y (y)) = (—1)* (f(2)@9(y), Dgpu(2)0y(y)) =
= (=D)I(f (@), (9(y), (DT ea(@))y(¥)) = (1) (f(2). Dgpu(2))(g(y)s 0y (y) =
= (D3 f(2),02(2)(9(y), 4 (1) = (D f(2) © g(y), (2, 9))-

6. Nasobeni hladkou funkeci: Pro libovolnou dvojci zobecnénych funkci, které Ize nésobit,
lze zaménit poradi nasobeni a tenzorového soucinu, tj. f € 2'(R"), g € 2'(R™) a necht
a € C*(R™). Plati a(z)(f(z) ® g(y)) = (a(x) f(z)) ® g(y). Dikaz opét pienechdme Etenafi.

7. Posun argumentu je zaménitelny s tenzorovym souéinem. Md&jme f € 2'(R"), g €
2'(R™) a b € R™. Pak plati, ze (f ® g)(x +b,y) = f(z +b) ® g(y). Stadi si pfipomenout
definici posunut{ a spravné ji pouzit:

(f@g)(x+b,y),(x,y)) = ((f @ 9)(x,9), p(x — b,y)) = (f(2), (9(y), p(x — b,y))) =
= (f(=), (9(y), p(x = b,y))) = (f(x +b),(9(v), p(x,9))) = (f(x +D) @ g(y), p(x,y)).

Definice 2.5.3. S vyuzitim vyse uvedenych vlastnosti (zejména derivovan{) mizeme zavést nasledujici
pojem. Rekmene, ze f(z,y) € 2'(R"t™) nezavisi na y, pravé kdyz existuje h € 2'(R"™) takova,
e f(z,y) = hiz) @ 1.

2.5.3 Zavedeni konvoluce

Nyni prikro¢ime k posledni operaci, kterou budeme hojné vyuzivat pri hledani reseni diferencialnich
rovnic, totiz konvoluci. Jelikoz se vsak jedna o operaci, se kterou nemusi byt ctenar dostatecné
obeznamen, prvni sekci vénujeme studiu klasické podoby této operace. Nasledné si pripravime me-
zikrok v podobé konvoluce zobecnéné funkce a testovaci funkce, kde si ukdzeme vsechny potrebné
vlastnosti (zejména pak ony vyhlazovaci schopnosti konvoluce), a kone¢né zavedeni konvoluce zo-
becnénych funkci jiz bude snadné diky predchozim poznatktim. Poznamenejme, Ze v tomto pojeti
se zcela odlisujeme od Vladimirova a tedy i [Sfovicek], [Burdik, Navratil] a souvislost s tenzorovym
sou¢inem odhalime az na samotném konci.

Definice 2.5.4. Bud'te ¢,1 € Z(R™). Pak konvoluci funkei (¢ * t)(x) rozumime

(e r0)(@)i= [ oo - y)olu)d.
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Zamysleme se nyni nad (intuitivnim) vyznamem konvoluce. Z vyznamu integrace muZeme
na konvoluci nahliZet jako na vézeny (pomoci funkce 1) prumér vSech translaci funkce ¢. Do-
porucuji shlédnout nékolik vizualizaci na wikipedii pro konvoluci, a to v ruznych jazykovych
variantdch (napf. English, Deutsch a ¢eskou; pro¢ rtiznym nirodiam pfipadaji razné priklady
vhodnéjsi, nevim). Z hlediska pravdépodobnosti je mozné interpretovat konvoluci jako rozdéleni
pravdépodobnosti souctu dvou nezavislych jevii, coz lze snadno nahlédnout.

Pozndmka. Zavedli jsme konvoluci jen pro testovaci funkce. Jedna se vsak Cisté o zjednoduseni

pro nase ucely v tomto predmétu. Konvoluce je vsak dobie definovanou operaci nad prostorem
L' x LY.

Diikaz. Chceme ukézat, ze pro f,g € L' plati Jgn |(f % g)(z)| dz < +o00. Pfitom plati

[ g@lde= [ a

/n dyf(z - y)g(y)’ < / dz . dy|f (@ — y)[|g(y)| 2™
= /n dy/n dz|f(@)[lg(y)] = [ fll1llgll < +o0
O

Vlastnosti konvoluce v ¥

Nyni si zminime nékteré (pro nds vyklad) dulezité vlastnosti konvoluce.

1. komutativita: Ze substituce okamzité plyne vztah ¢ * ¢ = 1 x .

2. asociativita: Plati, Ze (o % ¢) ¥ = ¢ * (¢ % ). Upravou levé strany postupné ziskame
rovnost:

(o x0)em)(@) = (0 x9) xn)(@) = [ (0w )~ y)ly)dy =
Rn
— [ () [ asitemy-2p) " [ dzele) [ dylle - 2) - ) = (@

= () (z—2)

3. zadména konvoluce a posunu v argumentu: trividlné plati (p*¢)(x —a) = p(x —a)*x =
pxY(x —a).

4. zdména konvoluce a derivace: Plati totiz, ze D*(p *¢)(z) = (D%p(x)) * ¢(z) = p(x) *
(D*)(x)). Staci si uvédomit, ze lze zaménit derivaci a integraci. Tvrzeni pak ihned plyne.
Uvazme pro jednoduchost jednu dimenzi a prvni derivaci. Pak

@ = ([awe-vew) = [ Lae

kde jsme vyuzili existence integrabilnf majoranty (nezavislé na x) ’(%@(x — y)w(y)| < Kl(y))-

(w(y)dy = (¢ * ¥)(2),

Pozndmka. Ponechavame ¢tendfi na rozmysleni, jestli vyse uvedené vlastnosti vyzaduji testovaci
funkce a pripadné najit nejslabsi predpoklady pro jejich platnost. Poznamenejme, ze komutativitu
a asociativitu jsme ovéfili i pro L' prostory.

Pozndmka. Z dukazu zameény konvoluce a derivace je patrné, ze pro diferencovatelnost konvoluce
staci diferencovatelnost jen jedné z funkci. Tento poznatek lze pro srozumitelnost nazvat vyhlazo-
vaci schopnosti konvoluce. Funkce f*g je totiz tolikrat diferencovatelnd, kolik maji derivaci funkce
f a g dohromady, jak lze nahlédnout ze zmiiovaného ditkazu. Napiiklad pro f € C'(R) takovou,
7e supp f C Br(0) a dale g € L'(R) plati f * g € C1(R).
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5. konvoluce testovacich funkci je testovaci:

Véta 2.5.5. Budte p,% € 2. Pak o *x ¢ € 2.

Diikaz. Abychom ukézali, Ze se jednd o testovaci funkci, musime ovérit hladkost a stej-
nomeérnou omezenost nosic¢u. Hladkost vSak jiz plyne z predchozi vlastnosti. Zbyva ukazat
omezenost nosice. Pro nazornost se omezime na jednorozmeérny piipad. Predpokladejme tedy,
Ze supp ¢ C [a,b] a supp v C [c,d]. Potom pro vypocet konvoluce méme:

d
(0% ) (x) = / oz — yyuly)dy = / (@ — y)uy)dy.

Déle pro dané y a € R\ [a + y,b + y] plati ¢(z — y) = 0. JelikoZ nenulovy piispévek v
integrélu je pouze pro y € [c, d], tak plati ¢(x —y)¢(y) =0 pro x ¢ [a+ ¢,b+ d]. O

Véta 2.5.6 (Souvislost konvoluce, skaldrnfho sou¢inu a akce testovaci funkce). Oznacéme

o (z) = ( ) Pak pro funkce p,, 7 € 2 plati:
(b ) <<P * T, 1/’> = <<PaT x 1), tj. (go * T,l/)) = (¢,7~ x 1), coz opét uzijeme ke zobectiovani
konvoluce.

Diikaz. Prvni vlastnost je trividlni. Druhd plyne sikovnym prepsdnim znamych vlastnosti:

(px7 ) = ((px7)x97) (0) = (¢ * (1%97)) (0) =
= (px (77 x)7) (0) = (o, 7" x1),

kde jsme vyuzili pozorovani:

(reu)e) = [ re—y)w )y = [ 7+ oy
= [ 7 ey = 6 ) () = (= 9) (@),

Rn

2.5.4 Konvoluce testovacich a zobecnénych funkci

Nyni vybudujeme mezikrok pro zavedeni konvoluce zobecnénych funkci. Zde totiz zavedeme kon-

voluci zobecnéné a testovaci funkce, pomoci které pak definujeme konvoluci zobecnénych funkci.
Zacnéme motivaci, jak je jiz dobrym zvykem. Vysledkem konvoluce je funkce a pro konzistenci

(pozdéji zavedené) konvoluce zobecnénych funkei bude vhodné, aby (f*¢)(z) = (f *xp)(x). Odsud

(Fro) (@) = (* o)z /fx— Wy = [ F@ele—y)dy = F), oz ),

Rn

a zaroven

flx—y)e(y)dy = (f(x —y),¢() = (f(z —y),0(y)),

Rn
a tedy opét mame (f(z —y), o)) = (f(y), ¢(x —y)).

Definice 2.5.7. Bud f € ', € 9. Pak konvoluci zobecnéné funkce f a testovaci funkce
¢ rozumime (f * )(x) := (f(y), p(x — y)) pro vSechna z € R™. Vysledkem je klasickéd funkce.
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Pozndmka. 1. Pro f € 9" a p € 2 opét plati (f,¢) = (f *¢7)(0).
2. Pro f € 9., a p € Z plati (f *@)(x) = (f * )(x), jak jsme pozadovali v motivaci
3. dxp=0.

4. Posledn{ definici jsme zavedli (pfesné vzato) pouze konvoluci * : 2’ x 9 zobrazujici do funkef
(hladkych, jak si vzapéti ukézeme). Zcela analogicky lze zavést konvoluci v obraceném poradi
a veskeré nasledujici vlastnosti pro ni budou prirozené platit. Tuto druhou definici budeme
prirozené potiebovat pri jakékoli diskuzi komutativity konvoluce.
Nyni prozkoumame vlastnosti konvoluce zobecnéné a testovaci funkce. Nejprve ukazeme, ze
konvoluce si zachovala vyhlazovaci vlastnost.

Véta 2.5.8. Bud f € Z2',¢ € 9. Pak f x ¢ € C*®°. M4-li navic zobecnéné funkce f kompaktni
nosi¢, pak f ¢ ma téz kompaktni nosic, tj. f*xp € 2.

Dikaz. Pro dokazani prvni ¢asti tvrzeni vyuzijeme dvojice lemmat:

Lemma 2.5.9. f x ¢ je spojita funkce.

Drikaz. Dukaz provedeme pomoci Heineovy véty, tj. uvazme posloupnost zx — x a oznacme
©i(y) = p(zr —v), ¢"(y) = p(z —y). Je vidét, Ze pi(y) — ¢*(y) bodové. Ukdzeme vSak, ze
dokonce ¢, 2, " pro kazdy = € R™ (proto ono znaeni ¢} pro nizornost). Je tedy potieba
ukdzat, ze @i mé stejnomérné omezené nosice a ze veskeré derivace stejnomérné konverguji:
i) nosice Vime, ze supp ¢ C Br(0). Pak ale supp ¢* C Br(z). Z konvergence z;, — x plyne, Ze existuje
ko € N takové, ze Vk € N, kk > ko plati, ze |z, — x| < 1. Tudiz supp ¢} C Bryi(z), a tedy
nosice jsou stejnomérné omezené.

R
it) derivace Ukazme nejprve pifpad « = 0, tj. chceme ¢} = ¢*. Vyuzijme supremové kritérium:

Taylor
sup,cr 95 (Y) — 9" ()| = supyeg [o(@x —y) — 0@ —y)| < sup,eg (2 — 2)¢" (&) < Klzp—z] — 0,

pricemz & € (z — y,x — y), avSak odhad derivace konstantou lze u€init pres celé R. Stejny
odhad lze provést pro libovolnou derivaci.

; . . Ty 2 PR o . .s
Timto jsme ukdzali, Ze ¢ — ¢®. Nyn{ jiz miZeme ukézat snadno spojitost:

lim (fx)(zr) = Jm fW) ez —y) | = (f(y),

k—+4oo

in_ i) = (). ) = (2.

k—
pr(y)

O

Lemma 2.5.10. Jestlize f € 2,0 € 2, pak (f x p) = f x ¢'. (Rozmyslete, zda-li plati i
(fxo) ="+

Diikaz. Z prvniho lemmatu plyne, ze f % ¢ je spojitou funkci. Vypocteme klasickou derivaci z
definice, kterou prepiSeme jako pusobeni zobecnéné derivace funkce f:

k:—;Jroo %
o Jrd—0) @) - U -a)e@) ( (v+i-2)-fly—a) WE)) _
k—5+o0 3 k—+o00 3 ’
L) - -z
= (kggloo AOAS: 2 iy ),so(x)> = (f'ly—x),0(x) = (fly—x),¢ () = (f+¢")(y)
k
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Z téchto lemmat tedy plyne, ze f * ¢ € C*°. Nakonec ukazeme dodatek o nosicich.

Lemma 2.5.11. Bud f € 2’ takové, Ze supp f je kompakt. Pak supp (f * ) je omezend mnoZina.

Dikaz. Vime, ze (f * p)(z) = (f(y), p(xz — y)). Jelikoz je ¢ € 2, md p(xr — y) nosi¢ omezeny
néjakou kouli Br(x). Volbou z takovou, ze supp f N Br(z) = () dostavame fakt, ze supp (f * ) je
omezeny, jelikoz pro ¢*(y) = p(x — y) mame p* € Z(Br(x)). O

Ze vsech tii lemmat jiz nyni primo plyne, ze f x @ € 2. O
Nyni prikro¢ime k asociativité.
Véta 2.5.12. Bud fe€ 2, o, € 2. Pak (fxp)x 1) = f* (p*1)).

Diikaz. V dikaze se opét pro jednoduchost vykladu omezime na R. Nejprve si vSimneme, Ze na
pravé strané je konvoluce dvou testovacich funkei, tj. (p*¢)(x) = / oz —y)Y(y)dy. Jelikoz vsak
R

na levé strané mame nejprve konvoluci zobecnéné a testovaci funkce, pomtzeme si pomocnou
posloupnosti, jmenovité riemannovskymi integralnimi soucty:

—+oo

o=t £ o))

Z konstrukce integrélu (jelikoz vime, Ze konvoluce existuje) vime, Zze bodové konverguji k (¢*)(x).
Poznamenejme, Ze z existence integralu vime, ze nezavisi na volbé rozdéleni, a déle z vlastnosti
testovacich funkei si lze vSimnout, Zze suma je ve skutec¢nosti vzdy konecna.

Nyni ukdzeme, ze rj konverguji silnéji ke konvoluci, dokonce konverguji v Z. Jelikoz ¢, ¥ jsou
stejnomérné spojité (spojité funkce na kompaktni mnoziné), tak posloupnost 7, mé stejnomérné
omezené nosice a je tvorena stejnomérné spojitymi funkcemi. Odtud pozorujeme, zZe rj stejnomérné
konverguje na R.

Vyssi derivace se ukazi analogicky, tj. uzavirame, ze ry, Z,.

Nyni pristoupime k ukazani identity:

(f # (o r0))(@) = (Fw), (o5 ) — 9) = (f<y>, lim 7z — y>) -

k—4oc0
= Jim _(f(y),r(e—y)) = lim (f(y%,i io ¢ (:E —y- %) ¥ (Z)) =
1 2 m m o
= Jim w3 (fwe (r=u=F) 0 (1)) = [(Gele =y -2 -

= [ v(2) (f(y),ple —y —2))dz = ((f * ) x ) (2).

R
(f*p)(z—2)
O
Dusledkem asociativity je nasledujici pozorovéni.
Pozndmka. Bud'te f € D', o, € 2. Pak (f x p,9) = (f, 0~ * ).
Dikaz.
(fro, ) = ((fx@)x97) (0) = (f*(px97)) (0) = (f+ (¢~ x¥)7) (0) = (frp™ *).
O

Nyni ukazme klicovou vlastnost pro zobecnéni konvoluce déile, a sice spojitost konvoluce v
pravém argumentu (v testovacich funkeich).
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Véta 2.5.13. Necht f € 2’ s kompaktnim nosi¢em. Pak pro libovolnou konvergentni posloupnost
2 . 2
{ertren v 2, o — @, plati, ze fx @ — f*¢.

Diikaz. Uz vime, ze tvrzeni dava smysl, jelikoz z véty 2.5.8 vime, ze f * ok, f *x p € Z.
Nyni si postupnym preformulovavanim tvrzeni vyrazné zjednodusime, co je tieba ukazat.

1. Stejnomérna omezenost supp f * i vyplyva ze stejné omezenosti supp ¢y a z lemmatu 2.5.11.

2. Funkce spojitd na kompaktni mnoziné je stejnomérné spojita a plati: f stenomérné spojita,
gk stejnomérné konvergentni na M; potom f(gx) stejnomérné konverguje na M.

3. Ukdazeme-li, ze

a) F(x,s) je spojitd funkce na R x ({0} U{1/k, k € N}), kde F(x,s) = f*q@i(z) pros =1/k
a F(x,s)=f+p(x) pros=0

b) gi(z) = {z,1/k} € R? stejnomérné konverguje na Br(0),

M
pak z 2. bodu méme F(gx(x)) = f*@r(x) = f* ¢, jelikoz z prvniho bodu vime, Ze spojitost
F stadi vySetfovat na kompaktni mnoziné N = Bg(0) x ({0} U {1/k,k € N}).

R
4. 7 lemmatu 2.5.10 vime, Ze (f * ¢r) = f * ¢}, a tedy (f * o)™ = (f * )™ a opét z 1.
bodu ziskime stejnomérnou omezenost nosici (f * ¢y, ) ™).

Abychom dokézali tvrzeni, stadi tedy ukézat, Zze podminka 3a) je splnéna. AvSak spojitost F
v (20, 80) € N vzhledem k mnoziné N je trividlni pro sg # 0. Tedy zbyva ukdzat spojitost F' v
(z0,0) vzhledem k N, k ¢emuz opét vyuzijeme Heineho vétu.

Lemma 2.5.14. Bud {¢k, }nen C 2 posloupnost takova, ze ¢k, Z, ¢ a bud dale {z,}nen
Ciselna posloupnost v R takova, ze x, — =. Pak

Ok, (Tn —y) 2, o(z — y) jakozto funkce proménné y,

. . Z
tj. pro ¥n(y) = ¢k, (xn —y), ¥(y) = @(xo — y) plati P, — 1.
Dikaz. ¢, — ¢ stejnomérné v R a ¢ je stejnomérné spojitd, tedy ¢, (z, — y) stejnomérné
konverguje v y, jelikoz
[k, (T — ) = p(z = Y)| < r, (20 —y) — (@ —Y)| + lp(zn —y) — (z —y)|.

Analogicky postupujeme pro vyssi derivace a stejnomérné omezenost nosici je trivialni.

O

UZijeme nyni tohoto lemmatu k ukdzani spojitosti F(x,s) v (xg,0). Uvazme tedy libovolnou
posloupnost {xy, sk, } C N, (Tn,Sk,) — (z0,0). Potom vSak

lim F(zy,sk,) = ngrfmf*@kn, () = lm_(f(y), ok, (Tn—y)) = (f(y)7n£1>1~|r}oo on(Tn—y)) =

n—-4o0o n—-4o0o
= (f(),e(@o —y)) = (f * ) (w0) = F(w0,0).
O

Nakonec ukazeme priblizné identity, které jednak ukazuji, ze 1ze pomoci konvoluce konstruovat
posloupnosti testovacich funkei, které konverguji k libovolné testovaci funkci v testovacim prostoru.
Dale ukéazeme, ze libovolné zobecnéné funkce lze aproximovat pomoci testovacich funkci.

Véta 2.5.15 (priblizné identity). Bud ¢ € Z a necht ¢(z) > 0 Vo € R a navic / o(z)dz = 1.

R
Oznacme @, (x) = np(nx) tzv. pribliznou identitu. Pak pro libovolnou ¢ € 2 plati, ze @, *1 2, 1.
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Diikaz. Posloupnost ¢, () méd stejné omezené nosi¢e (necht napt. suppy C [—R, R]; pak pro
vSechna n € N plati supp p,(x) C [f%, %] C [-R, R]). Déle vime jiz, ze ¢, > v D', 6xp =

R
a (o x 1) B =, xp*)_ Stadi tedy ukézat stejnomérnou konvergenci ¢, * 1 = ).
Zkoumame tedy rozdil:

(enx0)@) = 0@l = | [ eutwvle =ty [ eulo)dywia)| <
T n T n

=1

R

< /7 on(y) (@ — y) — ()| dy

3l

Ze stejnomérné spojitosti ¢ plyne stejnomérna konvergence celého vyrazu k nule, jelikoz integral
z funkee ¢, () je dle pfedpokladu roven jedné, a tedy lze pro libovolné e nalézt takové ng, ze pro
vSechna z,y € R plati, Ze |(p, *¥)(z) — ¥ (z)| < €. O

Véta 2.5.16 (o aproximovatelnosti zobecnénych funkei). Kazdd zobecnénd funkce f je limitou
jisté posloupnosti funkei {pg}ren C C* ve smyslu konvergence v 2. Pokud navic mé zobecnénd
funkce f kompaktni nosi¢, pak {¢xtren C 2 a @i lze volit tak, ze Vi) € D je o x N f*.

Diikaz. Diikaz bude ptekvapivé konstruktivni. Necht n; jsou piiblizné identity z piedeslé véty.

Pak oznatme ¢, = f * 1, a ukazeme, Ze jde o posloupnost z tvrzeni. Jednd se vskutku o hladké
funkee, jak plyne z véty 2.5.8. Pak Vi €

(or, ) = (f 5, 00) = (o + 00) "2 (f,90),

z véty o pribliznych identitach, coZ vSak znamend, ze o — f v 2'.
Pokud nyni navic budeme predpoklddat, Ze supp f je kompakt, mame ¢, = f*7n, € Z dle
véty 2.5.8, a tudiz plati

opxb = (fxmp) s = fx (g +0) 2 f ),

jelikoz ), jsou téz priblizné identity a konvergence plyne z véty 2.5.13. O

2.5.5 Konvoluce zobecnénych funkci

Vime, ze konvoluce zobecnéné funkce s kompaktnim nosi¢em s libovolnou testovaci funkei generuje
testovaci funkci. Toho vyuzijeme pii zavedeni zobecnéné konvoluce. Nase pojeti konvoluce tedy
umozni zavedeni konvoluce zobecnénych funkci, kdyz alespon jedna z nich bude s omezenym
nosi¢em. Jiné pifstupy ke konvoluci (Vladimirov, [Stovicek]) zavadi obecnéjsi definici, kters viak
téZz neumoznuje existenci konvoluce libovolnych zobecnénych funkci. Tato jind definice se s nasi
shoduje pro funkce s omezenym nosicem.

Definice 2.5.17. Budte f,g € 2’ a necht supp f je kompakt. Pak konvoluci zobecnénych
funkci g a f rozumime

(g*frp) = (9, x¢) = (9v), (f(x),0(x +v))),
kde f~(z) = f(-=).

Pozndamka. 1. Konzistence definice. Uvazme f € 9, pak pro g € 2’ a p € P plati dle pozndmky
pod vétou 2.5.12 toto: (gx f,v) = (g, f~ *p), coz je ve shodé s pravé formulovanou definici. A
jelikoz konvoluce v tomto mezikroku byla konzistentni s konvoluci klasickych funkci, mame
ovérenou konzistenci vSech pojeti konvoluce.
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2. Konvoluce je operace nad zobecnénymi funkcemi, a tedy jejim vysledkem je opét zobecnéna

funkce. Linearita plyne z linearity funkci f a g, spojitost ukazeme snadno. Uvazujme Z,

. Pak (g% f01) = (9, F~  on) 22 (g, fmx0) = (g% fo ).

3. Konvoluce mé vlastnost levé spojitosti. Tzn. bud g € 2’, suppg je kompakt. Bud déle
{fetken C 2, f€ P anecht fr, = fv P . Pak frxg— fxgv P

Diikaz.

(kgrfoo fr*xg, <P> = kggloo(fk*g, p) = kglfoo(fk,g**sa) = (kgrfoo fr, g x@) = (f, 97 x@) = (f*g,9)

O

Pro jednoduchost a kvili symetrii operace budeme po zbytek této sekce predpokladat, ze f, g
maji obé kompaktni nosic.

Véta 2.5.18 (Vlastnosti konvoluce v 2’ s omezenymi nosi¢i). Budte f,g,h € 2’ zobecnéné
funkce s omezenym nosicem. Pak

L fxg=gx[;

- (fxg)xh=fx(gxh)

3. (fxg) =fxg=[x*g}

4. (fxg)(@—a) = (fx—a))xg(z) = f(x) *g(z — a).

Diikaz. Dokazeme prvni tvrzeni, zbytek je ponechan ¢tenari jako cviceni. Dle véty 2.5.16 vime, ze

[\

pro f € 2’ s omezenym nosi¢em existuje {¢r} C Z takova, ze o, — f v D' a @i * 1 2, f*1 pro
libovolné ¢ € 2. Rovnéz pro g € 2’ s omezenym nosicem existuje {n;} C 2 takova, ze gy — g v
D' a g xp N g * 1 pro libovolné ¢ € 2.

Pro ¢ a m; plati, ze i * n 2, f *my. Zaroven z komutativity testovacich funkci plyne, ze

EX Z, m * [ (zde vyuZivdme onu druhou definici konvoluce testovaci a zobecnéné funkce
- pravé v tomto pofadi - jak bylo zminéno v pozndmce po definici této konvoluce), protoze pro
h € 9" plati (h* g, ) = (h, o %) = (h, f~ *9) kde volime h = n;. Tedy méme f*n = * f.
Podobné provedeme limitni prechod v I. O

Pozndmka. 7 komutativity vime, ze konvoluce je spojitd v obou argumentech. Nicméné neni
pravdou, Ze by byla spojitd v obou argumentech nardz: fr, — f v 2/, g — g v 2’ a piesto
limg 400 fi ¥ g # f*x g v 2'. Jako protipiiklad uvazme f; = 6(z — k), gr = 6(z + k). Potom
hmk—H—oo fk: = hmk—>+oo gk = 0 a zaroven

(% gk 0) = (a9 *9) = (8(z = k), (0(=z + k) x p(2))) = (6(z — k), (6(=y + k), p(z —y))) =
= (6(z — k), o(z = k) = ¢(0) = (6,¢).

Pozndmka. Ukazme si nyni slibovanou souvislost konvoluce a tenzorového souc¢inu. Postupujme
formalné:

(fxg,0) = (f.97xp) = (f(2), (9(=y), p)(x—y))) = (f(2)®9(—y), p(z—y)) = (f()29(y), p(z+Yy)).

Problémenm je, ze funkce ¢(x + y) ¢ Z(R?*"). AvSak skutecné plati

(fxg,0) = (f(2),(9(y), p(z +y))

diky omezenosti nosi¢t funkei f a g (opravujici neomezenost nosice p(x + y)).
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Ptiklad
Urcete f* 6 pro f € &'.

(f*(S?SD) = (f7(5_ *50)) = (fa90)7
piicemz (6~ * ) = (6(—y), p(z —y)) = (6(y), ¢(z + y)) = ¢().
Odtud tedy plyne, ze § funguje jako jednotka pfi konvoluci.

Pozndmka. Jako dusledek vlastnosti dostdvame téz, ze f' = (f xd) = f*d a f(x —a) =

f(z)xd(x — a).
2.6 Uziti konvoluce pro reseni diferencidlnich rovnic v &’

n
. ) e . da”
Mé¢jme L linearni diferencialni operator (napr. pro obycejné diferencialni rovnice L = E ak W)
x
k=0

Potom pro f € &' plati

Zak@f = Zak@((s * ) = Zak@5 * f,
k=0 k=0 k=0

tj. Tesit diferencidlni rovnici je ekvivalentni poc¢itani konvoluce pravé strany s linedrni kombinaci
derivaci delta funkce.

Navic pokud mame tzv. fundamentalni reseni ¢, feSeni rovnice Le = §, pak feSeni diferencialni
rovnice Lu = f je u = € x f. Skutecné

Lf

Lu=Lexf)=Le)x f=d«xf=f
Pozndamka. 1. Vyse uvedeny postup bude fungovat i pro parcidlni diferencialni operatory.

2. Vidime nezastupitelnou roli klicovych pojmu z teorie zobecnénych funkci: Diracova delta
funkce, konvoluce, zobecnénda derivace.

3. Prvni otdzkou zustavd, jaky je vztah klasické diferencidlni tlohy a diferencidln{ tlohy v 2’
(Reseni v 2’ je v jakém vztahu ke klasickému Feseni? Jak je tomu s pocdteénimi, piipadné
okrajovymi podminkami?).

4. Druhou otazkou je, jak nalézt ono fundamentalni reSeni.

Na prvni otdzku odpovime po druhé. Uvidime, ze budeme schopni nalézt fundamentélni feSeni
pomoci integralnich transformaci (Fourierova a Laplaceova transformace), a to v jejich zobecnéné
podobé. Poznamenejme, Ze u obycejnych diferencidlnich operatort lze fundamentalni reSeni nalézt
jednoduseji, jak si ukazeme pozdéji. Timto zkompletujeme vsechny potrebné nastroje pro reseni
diferencidlnich rovnic.
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Kapitola 3

Integralni transformace

Vybudovali jsme prostor zobecnénych funkci a smérujeme k feseni parcidlnich diferencialnich rov-
nic. V této kapitole se budeme vénovat integralnim transformacim, konkrétné Fourierové a Lapla-
ceové transformaci, které budeme chtit pouzit pro hledani fundamentalniho reseni. Je tedy tfeba
zobecnéné funkce vybavit integralnimi transformacemi. Uvidime vsak, ze kvili nim je tfeba zuzit
pojem zobecnénych funkci.

Integralni transformace jsou diky svym vlastnostem i z jinych dtivodi velmi mocnym a uzite¢nym
nastrojem, a proto nalézaji mnoho uplatnéni. Jmenujme napiiklad jakékoli zpracovavani signdlu,
kde rozklad do frekvenci umoznuje zcela novy pohled na studovany problém, néstroj analytického
feSen{ pro linedrn{ tilohy ¢i pfimo konstrukce numerickych metod (napi. Fast Fourier Transform)!.

3.1 DMotivace

Na nasledujicich nékolika radcich a prikladech se pokusime objasnit, pro¢ je tfeba revidovat
nasi definici zobecnénych funkci. Jelikoz potiebujeme zavést zobecnénou Fourierovu transformaci,
potfebujeme, jako ve vsech predchozich zobecnénych operacich, aby klasicka operace zobrazovala
7z prostoru testovacich funkci zpét do testovacich funkci. Zde vSak narazime na problém.

Definice 3.1.1. Fourierova transformace § je nasledujici zobrazeni z prostoru L! (R"): pro f € L!
definujeme

SN = [ s
Pozndmka. Ukazme si nékteré vlastnosti této transformace.

1. Ff(@)](€) je omezend funkce na R™

Diikaz. Staci vyjit z definice:

SU@IOI=| [ s

< / |eir'§| |f(x)]de < 400
R? N~ —

=1

2. Nosi¢ supp § [f(x)](§) neni omezeny ani pro funkci s omezengm nosicem.
Tuto vlastnost ukdZeme na konkrétnim piikladé. Za funkci f(x) volme charakteristickou
funkci intervalu [0, 1], tzn. x[o,11(z). Pak
i
£

1y¥ele doporuéuji shlédnout video o Fourierove transformaci na kanalu 3bluelbrown v ramci Youtube.

1
STl [ o= Lane Home 1)
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coz je jisté funkce nemajici omezeny nosic.
3. Je-li f € L', pak odtud neplyne, 7e § [f(x)](¢) € LY(R™).
Uvazme stejny protipriklad jako v predchozim bodé.

Problémem tedy je, ze Fouriertiv obraz funkce z L' neni zpét v L', a zejména pak, Ze ob-
raz testovaci funkce nenf testovaci (takovyto protipiiklad jsme explicitné neposkytli, ale ¢tendr si
doplni). Neumime tedy standardnim zpisobem rozsifit klasickou Fourierovu transformaci do zo-
becnénych funkci. Ukazuje se, Ze spravnou opravou je misto opravy integralni transformace upravit
prostor testovacich funkei (zejména slevit z pozadavku na omezenost nosice) a zavést standardnim
zpusobem rozsiteni Fourierovy transformace na ziskané upravené zobecnéné funkce.

3.2 Schwartztv prostor a prostor temperovanych zobecnénych
funkci

Definice 3.2.1. Bud f: R® — R redlnd funkce. Pak tuto funkci nazveme

1. rychle klesajici, pravé kdyz VYa € Z7 plati, ze limz_4o0 |2 f(2)]] < +o0 (tj. klesaji
rychleji nez libovolny polynom);

f(=)

T

2. pomalu rostouci, pravé kdyz Ja € Z7} takové, ze lim ;|4 00 ‘

’ < 400 (f muze rust

do nekonecna, ale je dominovand n&jakym polynomem).

Definice 3.2.2. O funkci f fekneme, Ze je prvkem Schwartzova prostoru . (R"), pravé kdyz
jsou splnény tyto podminky

1. feC>®R");

2. Yo, B € Z"  supgs |z*DP f(x)| < +00, tj. funkce a viechny jeji derivace jsou rychle klesajici.

Pozndmka. & je nékdy téz nazyvan prostorem testovacich funkci s otevienym nosicem.

Pozndmka. Pravé o Schwartzové prostoru ukazeme, ze je ten vhodny pro Fourierovu transformaci,
totiz plati § : & — 7.

Pozndmka. Uvedme si piiklady funkei ze Schwartzova prostoru.
1. 9Cc~
2. pe S\ND, p(x)=¢€¢"

2

3. . C L' Opét pro jednoduchost uvazme jednorozmérny pifpad. Vyuzijeme faktu, Ze |, 1+OO gﬂ%dx
konverguje pro vSechna o > 1. Uvazujme nyni ¢ € .#(R). Pak z vlastnosti funkci z . plyne,
ze (volbou 8 = 0) |z%¢(z)] < K, pro vSechna x vétsi nez néjaké hraniéni z(«). Nyni
specialng volbou a = 2 mame odhad |p(z)| < & € L'(z¢, +00). VyuZijeme této znalosti pii
odhadovani nasi funkce:

[etlas= [ }; e+ [ j ploldz+ [ " @)l < +o0

Nyni prvni élen mtizeme snadno odhadnout, nebot ¢ € C* a integrujeme na kompaktu, tedy
na mnoziné, kde spojita funkce nabyva svého maxima, a pro zbylé dva pouzijeme odhad vyse.

Definice 3.2.3. Prostor linearnich spojitych funkciondlti nad .#’(R") nazveme prostorem tem-
perovanych zobecnénych funkci (distribuci) .#/(R"). Rekneme, Ze posloupnost {¢x}ren C
< konverguje k ¢ € .¥ v ¥, oznaCujeme @y Z, ©, pravé kdyz

RTI,
Vo, € Z7 z*DP o, = 2 DP .
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Pozndmka. 7 linedrni algebry vime, Ze dudlni prostory (coz jsou veskeré linedrn{ funkciondly nad
danym prostorem) jsou v opa¢né relaci, totiz vime-li 2 C .7, pak nutné mame .% C 2% .7. Tedy
zeslabenim poZzadavkl na testovaci prostor (z Z na %) jsme zmensili pojem zobecnénych funkei
(z 2' na ."). AvSak v ./ budeme schopni zavést zobécnénou Fourierovu transformaci.

Lemma 3.2.4. Bud'te {¢y}ren C 2, ¢ € Z a necht @y N ©. Pak ¢, Z ®.

Diikaz. Jelikoz plati, ze . D 2, jsou pg,p € . Pripomenme, co znamend konvergence v 2.

ok 2 o, prévé kdyZ 3R > 0 takové, e Vk € N plati, 7e supp g C Br(0) a zérovei Ya € Z7
o
plati, ze D%p; = D%p.

Chceme ukézat, ze Vo, 8 € Z7} z*DP R:{ x*DP . Protoze nosi¢e py, jsou stejné omezené,
miizeme odhadnout |22DP(pr(x) — p(z))] < Kap k. Jelikoz viak vime, Ze libovolnd derivace
stejnomérné konverguje, mtzeme ziskat spoletny odhad nezavisly na k, tj. Ko gr < Ko, g < +00,
a tedy tvrzeni plati. O

Bezprostiednim dusledkem tohoto lemmatu je vztah ' C 2.
Lemma 3.2.5. ./ C 9'. To znamenid, ze f € . = f € P .

Pozndmka. Diky inkluzi .’ C 2’ mame k dispozici veskeré operace zavedené na 2’ a neni nutné
tedy budovat novy zobecnény prostor (temperovanych distribuci). Jmenovité méame okamzité k
dispozici derivaci, nasobeni hladkou funkci, regularni transformaci, limitu, konvoluci a tenzorovy
soucin. Co vSak neni jasné, je, jestli .’ je vucéi témto operacim uzavieny.

Véta 3.2.6. Prostor .’ je uzavien vidi vySe jmenovanym operacim s vyjimkou ndsobenf hladkou
funkei. Vlastnosti téchto operaci se zachovavaji.

Diikaz. Dikazy jsou trividlni opét kromé tenzorového soudinu a konvoluce (viz [Stovicek]). Do-
porucuji provést jako cviceni pochopeni latky. O

Nasobeni v .’

Operace nasobeni hladkou funkci tak, jak je definovdna na 2’, neni v ./ dobfe pouzZitelnd.

Piipomenime jeji definici. Ndsobeni jsme definovali pro a € C®, f € 2": (a(z) - f(x),p(x)) =

(f(x),a(z)p(x)), kde ap € 2, aviak nikoliv ap € .#. Protipitkladem je a(z) = ¢* € C® a

o(x) = e € 7. Pak a(x)p(x) =1¢ .. Je tfeba tedy jeSté z0zit operaci ndsobeni.

Véta 3.2.7. Bud a € C* a necht je ddle a pomalu rostouci se viemi svymi derivacemi, tj.

Vo, Jeq, mq takové, ze |D%(x)| < co(l + |z])™=. Pak af € &%’ pro libovolné f € %', kde

(af,¢) = (f,a¢).

Diikaz. Je tieba opét ovérit spojitost, linearita je trividlni. Ukazme tedy, Ze pro ¢y 250 plati, ze
B

(af,or) — 0. Vime, ze Vo, 3 € Z7} 2*DP ), = 0. Pokud ukézeme, ze odtud plyne i aypy, Z 0,

pak dostavame ze spojitosti f obsah tvrzeni.

R™
Je tieba tedy ukézat, ze Vo, € Z7 z*DPayp, = 0. Staéi vsak uzit Leibnitzovo pravidlo

pro prepsani vyrazu do podoby, odkud jiz stejnomérnd konvergence plyne ze znalosti Vo, 5 €
Rn
Zn x*DPp, = 0. O

Abychom ukonéili diskuzi o vztahu temperovanych a zobecnénych funkei, musime si jesté dopl-
nit znalost ohledné klicového vztahu téchto dvou variant zobecnénych funkei k funkcim klasickym.

Uvazme zobecnénou regularni funkei e**. Aby bylo mozno chépat klasickou funkei jako temperova-
nou distribuci e** € ./, musi vracet pro libovolnou ¢ € .% konetné &islo. Volme ¢(z) = e e S

Pak vsak
<€$2,<P(33)> = (€m2,€7m2> = / e e~ dr = +o00
R
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Obréazek 3.1: Shrnuti dosavadnich poznatkii o zobecnénych funkcich a jejich souvislosti s klasickymi
funkcemi.

a tedy ne kazda regularni zobecnéna funkce je temperovanou distribuci. Zkusme nyni opacné
nalézt, jaké temperované distribuce maji jednoznacény protéjsek v klasickych funkcich.

Urcujici je, jestli integral reprezentujici pusobeni temperované distribuce je dobfe definovany
na libovolnou funkeci ze Schwartzova prostoru:

(f,p) = [ @) < +oo, Vpe s,

Ukéazeme, ze postacujici podminkou je nasledujici mnozina funkei.

Definice 3.2.8. f{ekneme, ze funkce je regularni temperovanou distribuci f € f,feg pokud ge-

nerator f € Llloc a navic dm € Ny takové, ze fRn %dx < 4o00.
Pozndmka. Pak totiz lze ukazat, ze 7, C 9;,,0 7"
|/ ()]
f@)p(x)dx S/ ————p(x)|(1 + |z|)"dx < 400,
|| s@elen < | T i@+ ja)

jak plyne z vlastnosti funkei ze Schwartzova prostoru.

Jak snadno nahlédneme, plati implikace f € L' = f € yr’eg.

Podminka pro regulédrni temperovanou distribuci je integralni, byt je zde patrna intuitivni (ale
nepfesnd) spojitost s pojmem pomalu rostoucich funkei.

Nakonec poznamenejme, ze integralni kritérium je pouze postacujici podminka pro nalezitost
do _@;eg N ', Tedy dosavadn{ poznatky o vztazich klasickych funkci, distribuci a temperovanych
distribuci 1ze shrnout do obrazku 3.1.

3.3 Fourierova transformace na .¥

Fourierovu transformaci jsme jiz definovali a par poznatku o ni ziskali. Pripomenme si, co jiz vime
pro Fourierovu transformaci funkce ¢ € .%:

L §le@)](€) = [gn € p(x)dz. Nekdy se pro zjednoduseni zépisu znadi obrazy integralnich
transformaci misto § [¢(x)](§) pomoci p(§).

2. Fle(x)](€) je omezend, tzn. integral konverguje absolutné;

3. Funkce § [p(2)](£) je spojitd, jelikoz muzeme zamériovat limitu a integral.

40



Definice 3.3.1. Casteénou Fourierovou transformaci definujeme pro ¢ € (R™*™) analo-
gickym zpiisobem:

Sl )€ y) = / 7€ 1)

n

Nyni si ukdzeme slibenou vlastnost, totiz ze Schwartzuv prostor bude vhodnou volbou pro
zobecnovani Fourierovy transformace do zobecnénych funkci.

Véta 3.3.2. Prostor . je invariantni vudi §, tj. §: ¥ — <.
Diikaz. Tvrzeni dokdzeme pro jednoduchost pouze pro R.
1. Nejprve si uvédomime, Ze pokud ¢ € ., pak také zPp(x) € . pro p € N.

2. Derivace obrazu Fourierovy transformace: d%g [o(2)](&) = F[(iz)p(x)](€). Skutetns, stadi si
uvédomit, ze
@I = ¢ [ tpla)dr = [ o) oaide = § [ln)ol)](©).

kde jsme vyuzili prvniho pozorovéni.

3. Fouriertiv obraz derivace: § [%gp(w)} (&) = (—1i8)F [p(x)](£). Opét staci upravit integrél

4 x = eiw&i z)dz P2 [ p(x)] T — e p(x)dr = —(i x
|30 (© = [ e ptadts "2 [#p)] 1T ~(16) [ e pta)dn = ~(5 Lol @
=0

kde hrani¢ni ¢len je nulovy kvuli vlastnosti funkci ze Schwartzova prostoru, totiz ubyvaji
rychleji nez libovolny polynom.

Chceme ukézat, ze pokud ¢ € .7, tak pak §[p(z)] € . Abychom toto ukdzali, musime ukézat,
Ze Va,B € Z}  supg [€*DPF [p(x)](€)| < +o00. Na vyraz uvnitf zdvorek nejdifve pouzijeme po-
zorovani z bodu 2 a 3

€2 D7F [p(2))(©)] = [€°F [(i) 0 (2)] (€)] = |3 [Dg (2" ¢(2))] ()] < +o0,
kde odhad plyne z uzavfenosti Schwartzova prostoru na derivace a nasobeni polynomem, tj.

D& (xPp(z)) € 7, a jiz vime, ze § je omezend na .. O

3.3.1 Vlastnosti § na .%
Nyni si postupné ukdzeme rtzné uzitecné vlastnosti Fourierovy transformace.

Véta 3.3.3. 1. Derivace obrazu Fourierovy transformace: a%j% [p(@)](€) = F [(iz;)p(x)](&).

2. Fouriertiv obraz derivace: § [%gp(m)} (&) = (—i&)F [p(x)](6).

3. Fourierova transformace jako zobrazen{ § : . — . je spojité zobrazeni (prevadi konver-
gentn{ posloupnost na konvergentni).

Diikaz. Uvazujeme posloupnost o (z) “Z0a ptéme se, jestli odtud plyne § [¢r(z)](€) 7
0.

R™ R"
Vime tedy, ze Yo, 3 2*DP ), = 0, a chceme ukazat, ze také Yo, 3 x*DPF [pr(y)](x) = 0.
Tento posledni vyraz umime v absolutni hodnoté ze zjisténych vlastnosti prepsat na:

|2* D [oe(y)](@) [ = IF | D (v or(y)) | (@) |
—_—————
e ()
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Pak posloupnost wg’ﬂ rovnéz stejnomérné konverguje k 0 na R™ z Leibnitzova pravidla. Nyni
nam stac¢i prozkoumat, jestli posloupnost § [wg’ﬁ | stejnomérné konverguje k nule Vo, 5. Mame

tedy
sl w]@|= | [ vt wa < [

coz je odhad nezavisly na x. Staci tedy spocitat limitu tohoto integralu a ukazat, ze je nulova
pro vSechna a, 5.

v ()| ay,

lim
k—>+00 Rn

v )]y = [ tim

Rn k—+o0

W’ﬂ(y)’ dy =0,

jak plyne ze stejnoménré konvergence w,(:’ﬁ , Va, B, pokud lze zaménit limitu a integréal. Zde
si nevystacime se stejnomérnou konvergenci funkéni posloupnosti, jelikoz integra¢ni mnozina
neni kompaktni. Musime tedy opatrnéji. Zvolme m € Ny takové, ze fRn(l—ﬁ— |z|)~™dx < +oo.
Pak uz integrabilni majorantu zajistime, ponévadz

1
w”"ﬂ(y)‘ = (1+yh™ w“’ﬁ(y)‘ —
i r (1+[y)m™
———
KPP <Ko €L1(R™)

4. Necht ¢ € #(R") a b € R™. Pak

§ [p(@)](€ +b) = F [" ()] (&)
5. Necht ¢ € .#(R") a b € R™. Pak

e F [p(@)](€) = T lp(z — b)](©);

6. Necht p € (R") a ¢ € R. Pak

7. O casteéné Fourieroveé transformaci. Plati
gzogy :Syo%m :Sv
DgFa [p(z,y)] (€, y) = e [(iz) (2, 9)] (€ 9);

S [Dg (@, )] (& y) = (=€) *Tulp(z, »)](&: v)-

Tvrzeni je dusledkem Fubiniovy véty.

8. Fourierova transformace prevadi konvoluci na nasobeni. Bud'te ¢, € .. Pak

F e * 9](€) = F[p()I(§) - S [ (2)](E) -
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Slosulle) = [ e S(pru@in = [ v e [y ouita—y) -

= / dady ei”'fgo(y)w(x —y) :/ dydz ei(yﬁ){‘ﬁ(y)l/’(z) =
]R2n RZ’V‘L

= [ oy [ e uads = Fle@)©) 5 wl)©).
Uzili jsme Fubiniovu vétu (¢, € . C L) a substituci o —y = 2. O

9. Bud'te ¢, € .¥. Pak
/RSO(JC)S [b(y))(z) dz = /Rﬂw(y)](x) Y(z)dw.

Diikaz.

/R‘p(@% [¥()l(z) dz = /

R

dz () /R dy ¢V eap(y) T /R dz ¢(z) /R dy ¥ p(y) =

- / 3 [o(w)](2) ¥(z)ds.
O

10. Fourierova transformace je bijekce na .&. Navic inverze je v podobna dopfednému zobrazeni.

Totiz plati, ze § : /(R") — . (R") je bijekce a navic plat{, ze F~1 = ﬁ&, kde

Flo(@)](€) = / () da

Dtkaz z jistych divoda provedeme az po zavedeni zobecnéné Fourierovy transformace.

11. Bud ¢ € .. Pak lim¢_, 1 § [o(2)](§) = 0.
Tvrzeni véty je obsahem Riemann-Lebesgueova lemmatu z klasické analyzy.

Pozndmka. Zkuste se zamyslet nad obsahem sdéleni v 9. bodé: jak je v tomto pripadé mozné
zeslabit piedpoklady na funkce ¢, ? Neni nutné, aby ¢, € .7, 2

V literature se muzete setkat s jinymi definicemi Fourierovy transformace. Dtivodem je pravé
ona blizkost inverze k Fourierové transformaci. Nékteré prameny uzivajl inverzi jako definici
dopfedné Fourierovy transformace, jiné pfiddvaji i normalizaéni konstantu 1/ (27r)"/ 2, Jak se v
téchto situacich pozméni vlastnosti Fourierovy transformace je pfimocaré a prenechavame ¢tenari.
Priklad

Spoctéme Fourierovu transformaci Gaussovy funkce.

. 2 i 2
5 {6_12] &) = /Remge_‘”zdx —e T /Re_(w_é)zdx = Jre T,

Poznamenejme, ze v posledni rovnosti uzivame poznatku z komplexni analyzy, ze integral z holo-
morfni funkee e=*" po rovnobézce s redlnou osou je totozny s integralem pres redlnou osu. Vrele
doporucuji si pfipomenout (tohoto pozorovani lze téz dosdhnout pomoci integralu s parametrem,
kdy ziskdme diferencidlni rovnici prvého radu.)

Uzijeme jesté poznatek o skalovani argumentu transformované funkce,

5 [e—mﬂ(é) = %g [e—zz} (g) _VE e

c

z2 2 ,
Zvolime-li za ¢ = %, dostavame § [6_7} &) =+ ome= . Tedy nasli jsme vlastni funkci operatoru

§ a jemu prislusné vlastni ¢islo.

2Je jen tieba splnit predpoklady Fubiniovy véty, kterd je v dikazu pouzita.
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3.4 Fourierova transformace na .’

3.4.1 Motivace

Uvazujme funkci f € L'(R). Pak uz vime, Ze existuje § [f(2)](€), kterd je omezen a spojita. Diky
omezenosti je ale funkce ﬁ% [f(2)](€) € LY(R). Pak ale miizeme tvrdit (dokonce jsme to timto
krokem ukazali), Ze funkee § [f(z)](£) je pomalu rostouci. Tudiz funkee § [f(z)](§) € 7}, - Tohoto
vyuzijeme.

Bud tedy ¢ € . a necht §[f(x)](&) € -7}, Pak

—~—

GU@I©.2©) = | FU@IEOw(EeE= | a / dr e el M

R™

— [ e s ([ a @) = [ 1@ 1@l s = (1), 5O

Ona posledni rovnost vychazi pravé z vyse ukdzaného.

Definice 3.4.1. Bud f € .%’. Pak Fourierovou transformaci temperované distribuce f
rozumime:

(SLf10) == (f,5le]) Vo € 7.

Pozndmka. Z Fourierovy transformace klasickych funkci plyne rozumnost definice, jelikoz ¢ €
< = Fle(@)](€) € 7. Déle pak z jeji spojitosti plyne fakt, ze F[f] € & jakmile f € %’. Totiz
ze spojitosti § jakozto zobrazeni na . vime, ze prevede libovolnou konvergentni posloupnost oy
na konvergentn{ posloupnost §[pg]. Diky spojitosti f vime, Ze (f, F¢r]) bude konvergentni ¢iselna
posloupnost. Timto jsme ale dokédzali, ze F[f] je spojity funkciondl na .#. Je zjevné rovnéz linedrni,
tedy jsme ukézali, ze §[f] € ./'. Tedy §: . — .&".

Fourierovu transformaci jsme jiz zavedli na ., L' a .#’, kde vime, ze .¥ C L' C .#’. Tedy
zaveden{ Fourierovy transformace na .’ ndm umozni vypocet transformaci funkci, které klasicky
obraz nemajf, napiiklad O(z) € .\ L!.

Spoctéme Fouriertv obraz Diracovy d-funkce. Je zfejmé, Ze 6., € . a plati

T=Tq

= [ émtplee = (@50,

(5[51-0]’@(5))2(51-0,5[80(5)](93))23[%7(5)}(1‘0):/ el p(€)de

n

Tedy jsme nalezli Fouriertv obraz Diracovy delta funkce:
T [02,](€) = €%, a specidlné tedy F[0](€) = 1.

Vsimnéme si, ze Fourierova transformace prevedla jednobodovy nosi¢ na celé R™, coz opét doklada
probém, na ktery jsme narazili pri diskuzi zavedeni Fourierovy transformace na testovacich funkcich
a ndsledné upusténi od pozadavku na omezeny nosi¢ (motivace pro zavedeni Schwartzova prostoru).

Definice 3.4.2. Caste&nou Fourierovu transformaci definujeme pro Vf € &/ (R"*™) a Vyp €
S (RVT™) jako:
S lf (2,91 y), (&) = (f (2, 9), ele(€, y)] (@, ).

3.4.2 Vlastnosti § na .%’

Nasledujici ¢ast bude vénovana vlastnostem Fourierovy transformace na .¥’. Tvrzeni jsou analo-
gicka jako v pripadé transformace klasickych funkci. Jejich zdkladnim principem je vyuziti ,, kom-
plementarni“ vlastnosti u funkci z ..
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1. Derivace obrazu Fourierovy transformace: 8%3_3 [f(@)](&) = § [(iz;) f(x)](€).
Diikaz. Bud ¢ € . libovolné. Pak

(DEF [F(@)](€),0(6) = (DI F [F(@)](€), DEw(€)) = (=1)*!(f(2),F [DEw(€)](2)) =
= (~=DI(f(2), (=i2)*F [2(O(x)) = (F(x)(i2)*, F [£(E))(2)) = (F[(i)* f(@)](€) , £(£))-
O
2. Fouriertv obraz derivace: § {%f(x)} (&) = (—i)T [f (@)])(§). Tvrzeni se dokdze analogicky
jako v predchozim pripadé.

3. Fourierova transformace jako zobrazeni § : ./ — %’ je spojité zobrazeni. Dikaz je narozdil
od klasické varianty trividlni a pfenechavame ctenari.

4. Necht f € .#'(R") a b€ R". Pak

FF@)(E+b) =F [ f(2)](€).
5. Necht f € ./(R") a b € R". Pak

e [F(2))(€) = § [f (= — b)I(&).
6. Necht f € .7/(R") a ¢ € R. Pak

slrel© = s lwl()).

e[ ¢

7. O &hstetné Fourierové transformaci. Plati
Sz 08y =Ty 08z =T,
Salf () ® g(W)](€; ) = Talf (2)](E) ® 9(y),
Sylf (@) @ g(y)](@,n) = f(2) @ Fylg(y)](n),

S f(2) @ g€ n) = Fulf(@)](€) @ Fylg ()] ().

Nyni spoéitdme Fouriertiv obraz F[1] s tim, Ze jiz vime F[0] = 1 a tedy, jak pozorny ctenar
tusi, poslouzi ndm v nésledujicim tvrzeni k nalezeni inverze Fourierovy transformace, a to jak
klasickych, tak temperovanych zobecnénych funkei.

Jelikoz § je linearni jak v .7, tak i v ./, tak lze takto vyjadfit nulu pomoci Fourierovy
transformace: d

0=5106) =5 | 11 © = s
Nyni se odvolame na vétu 2.4.4 z predeslé kapitoly, kterd nam poskytuje feseni pravé tohoto
algebraického problému. Totiz pokud 0 = xf(z) v 2, pak f(x) = Cé(x). Tedy jiz vime, ze
$[1] = C4 a zbyva pouze uréit konstantu ¢ vhodnou volbou testovaci funkce, jejiz Fouriertiv obraz
umime spocitat:

B ) = @3(e) = ¢ = (1§ [€]@) = V7 [ Fde = VEViR = om

Dostavame tedy



8. Fourierova transformace je bijekce na .#”. Navic inverze je v podobnd dopfednému zobrazeni.
Totiz plati, ze § : ./ — %’ je bijekce a navic plati, ze F~! = ﬁ@, kde (F[f],¢) =

(f, SleD.

Diikaz. Predpoklddejme pro jednoduchost jednorozmérny pripad. Nejprve si vSak doplnime
slibeny dtkaz analogického tvrzeni o klasickych funkcich. Dtikaz je nyni s pomoci dosavadnich
poznatkil prekvapivé jednoduchy a elegantni. Vsimnéte si, ze diky nezavislému vypoctu
Fourierova obrazu jednotky neni ditkaz v kruhu. Zobecnéna varianta bude pak jiz jednoduché.

i) v .7: Je tfeba ukazat, ze §3 = 33 = (2m)"id (obé rovnosti, jelikoz prostor funkci, na
kterém operator puisobi, je prostorem nekoneéné dimenze). Jelikoz vSak méme prozrazen
vysledek, staci rovnost ovérit.

Nejprve si upravme vyraz §[o(€)](x):
Sleel@) = [ o = [ enan = Flel-ml).

Ovérfime rovnost:

3 Fle©)@)] ) = 513 [o(=m]@)](y) = /

R

7 [p(—n)](x) dar = / % lo(y — () da,

kde jsme v poslednim kroku uzili vlastnosti o posunu argumentu obrazu. Nyni s vyhodou
vyuzijeme prepisu do Fourierovy transformace zobecnéné funkce a znalosti obrazu jed-
notky:

/RS [p(y —n)l(z) dz = (L, [p(y —n)l(x) = (F[1n), ey —n) =
= (2m0(n), p(y — 1)) = 27p(y).

Druha rovnost se ukaze analogicky.

ii) v .#’: Nyni je tfeba ukazat, 7e §F = 35 = (27)"id.»:. Snadno jiz ukdZeme zmitiovanou
rovnost:

I
~—
3]
=
|
:_/
o)
S
—
D
=

8
N—

|
=
I
:_/
<
=
5
NS
=
—
&
~

|

(FBLD W), e(y))

Druhéa rovnost se ukaze analogicky.

9. Fourierova transformace prevadi konvoluci na nasobeni v pfipadé funkci s kompaktnim
nosi¢em. Bud'te f,g € %’ s kompaktnim nosi¢em. Pak

Sf*gl(§) =T [f(@)](E) - F[9(2)](E) -

Diikaz. Dukaz bude proveden jen z Casti. Opird se o netrivialni pozorovani, které uvedeme
bez ditkazu (zéjemce odkazujeme na [Vladimirov sect 9.4,9.5.] & [Stovicek]):

Lemma 3.4.3. Bud g € .’ funkce s kompaktnim nosi¢em. Pak § [g(y)](£) je funkce tiidy
C*°, ktera je pomalu rostouci se vSemi derivacemi.

Poznamenejme, ze dusledkem tohoto lemmatu je i § [g(z)](§) € 7!

reg*
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Obsah tvrzeni nyni ziskame jiz snadno:

I
=
8
~—
—~
=2
<
~—
=
S
—~
72"
=
—
8
+
<
~—
~—
I

(& f % 91(©) () = ((f * 9) (), T [p()](x))

Nyni upravme vnitini zdvorku pomoci zminovaného lemma:

Fla@)(€) . e0(©) = | Flgl(€) €™ p(&)de = F[F[g)(€) (&)]().

R

Dohromady tedy mame

&L *9l(€), 0(€)) = (f(2), T [F[9](£) p(&))(x)) = (F[f1(E), T 9]() p(€)) = (FL/1 - Blgl: #),

kde jsme v posledni rovnosti opét vyuzili lemma. O

3.5 Klasicka Laplaceova transformace

V této kapitole se budeme vénovat Laplaceové transformaci, coz je opét integralni transformace s
exponencialnim jadrem. Tedy, jak 1ze nahlédnout, opét prevadéni derivaci na nasobeni nezavislou
proménnou, jako tomu bylo u Fourierovy transformace, bude platit.

Definice 3.5.1. Mé&jme f méfitelnou na RT, kterd je maximalné exponencidlniho riistu, tj. existuji
c>0aa € R takové, ze |f(t)| < ce® pro skoro vSechna ¢. Klasickou Laplaceovou transformaci
funkce f rozumime

Sl 0)(p) = / (@), pro p € CRe(p) > o

Pozndmka. Pozadavky na funkci f vychazeji z postacujici podminky konvergence integralu. Zkou-
mejme tedy, pro jakd p € C je vyraz £[f(t)](p) dobfe definovany:

/ e_ptf(t)dt’ < / e Re®?| f()|dt < c/ e~ RePlteatqp — c/ e”®eP—tq < foo,
R+ R+ R+ R+

kde posledni nerovnost je splnéna pravé na predeslané poloroviné Re(p) > a.
Zkoumejme jesté odhad derivace integrandu:

dn
‘dﬁ‘emf(t)‘ = [0 e < et W e LARY) & Rep) > o
coz znamena, ze jsme nalezli integrabilni majorantu derivace, a tedy lze zaménovat limitu a integral
na oboru konvergence Laplaceovy transformace.

Nyni zformulujeme vlastnosti Laplaceovy transformace (jejich poradi odpovida fazeni u Fou-
rierovy transformace, aby $lo vlastnosti snadno porovnat, viz konec této kapitoly):

Véta 3.5.2 (Vlastnosti Laplaceovy transformace). Bud f funkce s vlastnostmi potiebnymi pro
Laplaceovu transformaci, pak

1. Derivace obrazu: (%;2 [F@®]p) =L[(=t)"f®)](p);

. Obraz derivace: £ [%f(t)] (p) = pL[f()](p) — F(OF);

. Neplati, ze £ : ¥ — . a ani neni £ spojité zobrazeni;

= W N

. Posun argumentu obrazu: £[f(t)](p — b) = £ [¢" f(t)] (p)
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5. Posun argumentu transformované funkce: e*? £ [f(t)](p) = £[f (¢t + )](p) ;
6. Skalovani argumentu: £ [f(ct)](p) = 1e[f)(B);

C

7. Laplaceova transformace je zavedena jen pro funkce jedné proménné, tedy castecna Lapla-
ceova transformace nemé smysl;

8. Konvoluce je prevedend na nasobeni: £[f(t) * g(t)](p) = £[f(®)](p) - £[g9(t)](p) ;
9. Integrélni identita: [, f(£)L[g(r)](t) dt = [;"°° L [f(7)](t) g(t)dt;
10. Integral jakozto limita Laplaceova obrazu: j;j * f(H)dt = lim, o+ L[f()](p);

11. Obraz primitivni funkce: £ [@(t) fg f(T)dT} (p) = %2 LF(O)(p);

"L[ft)(g)dgprop e Rap > a.

12. Primitivni funkce obrazu: £ {M} )= [,

t

Diikaz. Dukazy jsou vskutku jednoduché a hlavné analogické tém z Fourierovy transformace,
kromé poslednich dvou vlastnosti, které analogii ve Fourierové transformaci nemaji. Ukdzeme jen
ta tvrzeni, ktera jsou odlisna:

2. (obraz derivace).

e[/l = [

R+

e it = [P p0];™ - [ (peped =

R+

= pI£(O)(p) - Jim e F(1) = pL[FO)(0) — F(O7).

11. a 12. (obraz primitivn{ funkce) Staéi si prepsat z definice levou a pravou stranu a vyuZit
znalosti derivace primitivni funkce pti uziti metody per partes.

O

Pozndmka. Druhd vlastnost, kviili pritomnosti dodatecného ¢lenu, je dulezitym rozdilem oproti
Fourierové transformaci. Umoznuje totiz zahrnout poc¢ateéni podminky pri hledani feseni dife-
rencidlni rovnice. Jak uvidime ke konci semestru, tato skutecnost umoznuje hledat analyticka
feseni i pro smisené tlohy, a to i pres skutecnost, zZe inverzni Laplaceova transformace je slozitéjsi
nez tomu bylo u Fourierovy transformace.

Priklad
Resme pomoci Laplaceovy transformace tilohu:
@+ 4u =1 s potateéni podminkou u(0) =1 (3.1)

Pro jednoduchost zapisu budeme oznacovat £[u] = 4. Aplikaci Laplaceovy transformace na levou
a pravou stranu rovnice 3.1 z linearity mame:

L+ 4ul(p) = L[] (p) + 4L [u](p) = pti — u(0T) + 44 = pii + 40 — 1

L](p) = (£[6()](p) ,
kde obraz pravé strany ziskdme primou integraci ¢i z vlastnosti £ m (p) =0=pL[1](p) — 1.
Dostali jsme tedy snadnou algebraickou rovnici pro obraz reseni

1 1 1 1
pﬂ+4ﬁ+1:>ﬁ<+1> S
p p p+4 plp+4)
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Nyni sta¢i nalézt vzor Laplaceova obrazu i = p(’%@. Pro tyto tucely (po rozkladu na parcidlni

zlomky) si uvédomime, jaké jsou vzory funkei 1 a —1—. Jiz vime, Ze
p  p-a

a z vlastnosti ur¢ime i druhy vzor:

Nakone diky linearité mame:

u(t) = &1 [p(p;rl@} ) = is*l m (1) + 2271 [pLJ ) = i 4 ze*‘“.

Pozndmka. Vypocet vzoru funkce pii Laplaceové transformaci je obecné obtizny, ale uzitim vlast-
nosti a znalostmi nékolika obrazu zdkladnich funkci budeme schopni hledat vzory k rfesenim
linearnich obycejnych diferencialnich rovnic, jak lze snadno nahlédnout. Jaké funkce to jsou? A
jak se tato skutecnost lisi pro Fourierovu transformaci?

Je dobré poznamenat, ze existuje prirucka s obsdhlym soupisem obrazti funkei pii riznych
integralnich transformaci a viele j{ doporucuji jakozto zdroj pro vypocet analytickych feseni [Tables
of Integral Transform, Bateman manuscript project, Caltech, 1954, McGraw Hill].

Véta 3.5.3 (o inverzni Laplaceové transformaci). Bud F(p) funkce komplexni proménné a bud
¢ € R bod, ktery nédlezi oboru konvergence F(p) a bud ddle ¢ v&tsi neZ realnd ¢dst vsech singularit
funkce F(p). Pak plati

SUFEN0 = 5= [ P,

kde ¢—iR oznacuje primku prochézejici bodem ¢, kterd je rovnobézna s imaginarni osou komplexni
roviny.

Diikaz. Dikaz uveden napiiklad ve [Sfovitek]. O

Pozndmka. Specialné, pokud lezi veskeré singularity funkce F' v levé poloroviné komplexni roviny,
je mozné volit ¢ = 0 a provadét integraci pro p ryze imaginarni. Timto vSak ziskdvame Fourierovu
transformaci (aZ na vy¢islovani funkce na komplexni ose). Této souvislosti mezi Laplaceovou a
Fourierovou transformaci vyuzijeme ve zobecnéné varianté.

3.6 Zobecnéna Laplaceova transformace

Uz vime, ze nebudeme schopni zavést zobecnénou variantu Laplaceovy transformace jako tomu
bylo u ostatnich operaci. Jednd se opét o dusledek toho, Ze neni jasné, kam Laplaceova transformace
zobrazuje testovaci funkce ¢i funkce ze Schwartzova prostoru. Zavedeni vsak obejdeme pomoci
nalezeni vztahu k Fourierové transformaci.

Motivace UvaZujme f(t) funkci takovou, %e Vt < 0 je f(t) = 0 (tj. supp f C R*). Pak jeji
Laplaceovu transformaci jsme schopni vyjadrit v nasledujicim vztahu vici Fourierové transformaci:

mmmmzéfwvmazéa“Wmez

_ Aefiwt (f(t)@iat) dt = S [f(t)efcrt] (_w) ,

kde jsme oznacili redlnou a imaginarni ¢ast p = o + iw.
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Definice 3.6.1. Pro zobecnénou funkci f takovou, ze supp f C Rar , kterd navic spliuje, ze 3a € R
takové, Ze Vo > a plati e 7t f(t) € ./ (aby Fourierova transformace existovala), definujeme jeji
Laplacetuv obraz predpisem

L)) ==F [f(t)e™""](~w) pro Re(p) > a, p=0 +iw.

Poznamka. 1. Laplaceova transformace je jednoparametrickd mnozina temperovanych zobecnénych
funkef (o je parametr, w proménnd).

2. Lze ukazat [ét’oviéek], ze Laplaceuv obraz zobecnéné funkce je vzdy regularni zobecnénou
funkef (ve w).

3. Definice zobecnéné a klasické Laplaceovy transformace jsou konzistentni. Uvazujme f méfitelnou
funkci na R takovou, ze f(t) = 0Vt < 0 a [f(t)| < Ce® ¥Vt > 0. Potom f € 2], a navic,

eg
Vo > aje f(t)e 7" € L'(R) a tedy f(t)e~"" € /., Navic plati

—_—~

L[] (p) = LlFD)(p).

Diikaz. Staci si uvédomit, ze

(e [F0]@+iw) e@) = (5[ F®)(ww)e@) = (7 F®.Flo(-w)]®).
O

Nyni se pokusime vypocitat Laplacetv obraz Diracovy J-funkce. Tato distribuce skutecné
splituje oba predpoklady, které definice pozaduje. Z konzistence jiz vime, ze £[0(t)](p) = %. Potom
vsak

(E[W])(0 +iw),p(w)) = (§ [e™70(B)] (—w) , p(w)) = (e77d(t), T [p(-w)](t)) =
= (0(1), S [p(W))(=t)) = T [p(w)](0) = /Rw(W)dw = (1, ().

Tedy jsme spocetli, ze £[6(t)](p) =1 v ..
Véta 3.6.2. Pro Laplaceovu transformaci zobecnénych funkei plati:

1. Derivace obrazu:
d77L

Ll=t)"fFOlp) = dpmﬂ[f(t)](p);

2. Obraz derivace (vSimnéte si, ze zde neni zaddny analogicky Clen reprezentujici pocateéni
podminku):
dm
£ | 300 =20l

3. Posun argumentu obrazu:

AeC e[ FO]() = SUOIp-N):
pTitom musi platit, ze Re(p) > a + Re()),

4. Posun argumentu transformované funkce:

Vr =0 L[ft—7)]p)=e L (B]P).
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Laplaceova transformace Fourierova transformace
LI (t))p) = ZLfDI(E) 8L (ca))(€) = =L MIE)
Ll(=)"F®)](p) = 5= EIF D](p) $lix)* f(2)](§) = D*F[f(2)](€)
£[f®)(p) = p LIF(1)](p) —£(01) |, kde ozn &len neni v zob. £ 3D (f(2))]() = (=16 Flf(@)](€)
gle() Jy f(r) drlp) = 12If ()}(P) S[1](€) = (2m)"a(¢)
270 = |~ S D)) d  3lf(@)] = 20" f(~a)
ePLf(t)](p) = L[f(t + a)](p ) et Ff(2)](€) = 3[f (= — w)](©)
3[6‘”f(t)}(p) Llf®)]p—a) Sle f(@)](€§) = S[f (@)](€ + p)
Jo f(r) d7 =lim, 0. L[f(D)](p) limyg) o0 3/ (2)](§) =
Lf(t) = g(t)] = £[f ()} Llg(@®)] S[f(x) = g( )} =3[f(z)] 'S[g(fv)]
Jo F@) Llg(](#) dt =[5~ L[f (D)) 9(t) d J 7o F@)Blg(y)](2) do = [T FIf()](2) g(z) do
F:8— § i % § §' jsou SpOJlte

Tabulka 3.1: Shrnuti vlastnosti Laplaceovy a Fourierovy transformace, a to v klasické i zobecnéné
varianté.

5. Skalovani argumentu:
1 P
k>0 £[f(kt)](p) = L [FW](2)
pricemz opét musi platit Re(p) > ka. Volba k vychdzi z nutnosti zachovat nosi¢ funkce v
R,
6. Konvoluce je prevedend na nasobeni

L) g®lp) = L[fO)(p) - £lg(D)](p);

Diikaz. Diikazy vynechdme, byt by si je ¢tendf mél byt schopen doplnit sdm (jsou pifpadné k
nahlédnut{ ve [Stovicek]). O

Zavérem viele doporuCujeme c¢tendium porovnat uziti zobecnéné Fourierovy a Laplaceovy
transformace k nalezeni fundamentalniho feseni obycejného diferencidlniho operatoru, napr. § +
3y + 2y =9.

Tustrujme jesté uzitecnost prevodu konvoluce na nésobeni. Spocitejme 6(t)e™ x 0(t)e™ .
Uzitim integralni transformace mame:

L10(t)e "« 0(t)e | (p) = (£ [0(t)e” "] (p))2 = ( 1 ) )

p+a
Inverzi pak najdeme snadno, pokud uzijeme vlastnosti Laplaceovy transformace:

SEBOIE) = 12 =~ = 2 [-0(0)0).

Nakonec posunutim dostavame vysledek

O(t)e " xO(t)e " = g1 [
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Tabulka 3.2: Priklady obrazu (a vzort) pii Laplaceové a Fourierové transformaci (zobecnéné i

klasické).

Laplaceuv vzor Laplacetuv obraz
ot —1) e Pt
o) I
O(t) t"™ (n € Ny) T
o) t* (a>-1) Lo
o) o
O(t) sin(pt) LB
O(t) cos(ft) B
O(t) (sin(t) — tcos(t)) ﬁ
O(t) e cos(wt) ot
O(t) e sin(wt) (=i
O(t) sinh(wt) o
O(t) cosh(wt) T
Fourietiv vzor Fourietiv obraz Obor
e—allall? (z)/2e~ 150 R"
O(z) e, Re(a) >0 T~ G R
O(x) e=*l, Re(a) >0 (;T“gg R
O(x — p) elEH R
O() mo(§) + iPg R
O(—x) wo(§) — iP% R
sen () QiP% R
1 (2m)" 6(¢) R
Pl im sgn (€) R
P o E] R
e’ T e i€ ™) R
O(R — |z|) p Hn(fe) R
Gus 2 TEED ®?
Jsp (@) 4R SEED R3
z® (=)*1(2m)"6) (€) R
ele® 2m0(€ + ¢) R
cos(cx) m(6(§—c) +6(E+0)) R
sin(cx) im(0(6 —c) = 6(£+¢)) R
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Kapitola 4

ReSeni pocatecnich uloh ODR a
PDR

Nyni jsme jiz nachystani na feseni diferencialnich rovnic pomoci zobecnénych funkci. Schéma reseni
pro zobecnéné linedrni diferencialni rovnice zndme. Mame-li

Lu=fv 2,

pak nejprve nalezneme fundamentdlni feseni Le = § pomoci integrdlnich transformaci (zejména v
pripadé parcialnich diferencidlnich rovnic, kdy vyuzijeme vice prozkoumanou Fourierovu transfor-
maci; v pripadé obycejnych diferencialnich rovnic je jednodussi uzit jiného postupu zminovaného
dfive). Nasledné vime, 7e u = € * f Tesi rovnici Lu = f.

Co vsak chybi, je uziti téchto znalosti k vyTeseni klasické direferncidlni rovnice. Tj. je néjaky
zpusob, jak klasickou pocatecni tlohu prevést na zobecnénou tak, aby feseni této zobecnéné lohy
meélo zpét vztah k reseni ptivodniho klasického problému?

4.1 Linearni ODR s konstantnimi koeficienty

Nejprve detailné postup TeSeni rozmyslime na pripadé obycejnych diferencidlnich rovnic, kde

vvvvvv

vvvvvv

budeme schopni rigorézné ukazat.
Nejprve vypocteme feseni na konkrétnim piikladé a nésledné postup abstrahujeme do obecné
véty.
Resme pocateéni tlohu:
§+3y+2y =3te’, y(0) =2,9(0) = 1.
Ozna¢me Ly = §j + 37 + 2y a f = 3tet. Pfedpokladejme, Ze y(t) je FeSenim této rovnice, které je

neznamé a hledame jej.

I. Nalezeni vhodné zobecnéné dlohy Zkonstruujme nyni zobecnénou funkci

§(t) = O(t)y(t) € Dyey,

vvvvv

feSeni, je Ly = I, kde vhodnou pravou stranu F' urcime.

Vime sice z pfedchozich kurzi, ze y(t) € C*, ale doporucuji nepocitat derivaci §(t) pomoci
soucinu. Jednak tyto znalosti o regularité typicky nebudeme znat pro parcialni diferencidlni rovnice
a za druhé se jednd o Casty zdroj chyb. Vypoctéme si derivace vyrazu §(t):

y(t) = O)y(t) + a()y(t) = Ot)y(t) + 8(t)y(0) = O(t)y(t) +20()
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(t) = g(t)a(t) + O[)ii(t) + 25(t) = O(1)ij(t) + H(t)d(t) + 25(t) = O()ij(t) + 5(t) + 25(t)

Vypocet derivaci probihal pomoci véty o derivaci po ¢astech C! funkece. P¥i vypoétu skokti v misté
nespojitosti (pravé v té umeéle vytvorené nespojitosti v po¢atku pii prechodu od y k §) jsme vyuzili
pocatecnich podminek a zahrnuli je timto do Feseni.

Problém vsak je, ze derivace pomocné funkce § obsahuji ono neznamé a hledané reseni y. Tedy
pokud zobecnéna tloha pro pomocnou funkci § bude na tomto neznamém feseni zavisla, tak se
jisté nejednd o vhodnou pomocnou tlohu. Zkusme vSak dosadit do operdtoru L:

Lj = O(t)§(t)+0(t)+26(t)+3(0(t)y(t)+25(1))+20(t)y(t) = O()[i(t)+35(t)+2y (t)]+78(t)+26(t)
= O(t)Ly + 70(t) + 26(t) = O(t) f(£) +75(t) + 25(t).
—
=f(t)

Klasickou tlohu jsme tedy prevedli na problém v 2’, ktery neni z4visly na hledaném Feseni, ale
pouze na znamych parametrech klasické tlohy.
Zobecnénou tlohou tedy je

Lij = F(t) = f(t) + 78(t) + 256(t), kde f(t) = O(t)f(t),

F(t)

kterou umime vyfesit pomoci teorie zobecnénych funkci. Navic pomocnd funkce je ve vztahu
k hledanému feseni §(t) = O(¢)y(t), a tedy dava nadéji, ze ptjde identifikovat klasické Tfeseni,
pokud ptijde vytknout O(t) z feSeni zobecnéné lohy. Uvidime, Ze tomu tak skuteéné je v piipadé
oby¢ejnych diferencialnich rovnic.

Reseni rozdélime do dvou krokt, nejprve nalezneme fundamentélni feseni a nasledné vyresime
zobecnénou tlohu.

II. Fundamentalni feSeni ¢ Resime tlohu Le = 4. Tato tloha byla jiz feSena (samostatné)
v ramci zobecnénych integrélnich transformaci (pro porovnani Fourierovy i Laplaceovy trans-
formace). Na hledéni fundamentdlnich FeSeni oby¢ejnych diferencidlnich operatori je vSak jed-
noduché uzit jiny difve zminovany nédstroj (dokazovany na cvi¢enich). Fundamentdlni FeSeni je
e(t) = ©(t)Z(t), kde funkce Z(t) spliuje LZ = 0 a polatetni podminky Z(0) = 0a Z(0) =1. V
nasem pripadé tedy resime rovnici

LZ=7+32+27Z=0.

Jeji feSeni je Z(t) = Cre~!' 4+ Coe™2t. Po zapodteni po¢ateénich podminek mame Z(t) = et —e =2,
a tedy fundamentalni feseni naseho operéatoru je tvaru

e(t)=0(t) (" —e ).

ITI. VyteSeni zobecnéné ulohy Nyni se pokusime spocist konvoluci € « F' = g. Nejprve z
linearity konvoluce mame

J=exF=cx(f+T70+20)=c+f+Texd+2 %4
(1) (2) (3)

Postupné vypocteme jednotlivé piispévky s cilem vytknout ze zobecnéného reseni ©(t).

Vypocet (2)
Tex§=Te=0(t) (7(e"—e?)),

kde jsme vyuzili znalosti konvoluce, kde § hraje roli jednotky pii konvoluci. Vidime, Ze tento
prispévek je skutecné ve vhodném tvaru.
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Vypocet (3) _
2ex0=26x0=2¢=0(t) (2(2e* —e7)),

kde jsme v posledni tpravé opét vyuzili stejny postup vypoctu derivace jako pti odvozovani zo-
becnéné tlohy. Opét vidime, Ze tento prispévek je skuteéné ve vhodném tvaru.

Vypocet (1) Pro tuto éast vypoltu bychom potfebovali spoéitat konvoluci f * g, kde f,g €
2" asupp f C RY, suppg C R*. Pro takovy piipad ale konvoluci nemdme zavedenou. ! Postu-

reg
pujme vsak intuitivné a zkusme tento pripad vyfesit rozsifenim naseho pojeti konvoluce:

((F * 9)(8), 0(8)) = (F(1), (9(r), p(t + 7)) / atf(t / drg(r) gt +7) =
(tT)

O funkci (g(7), p(t+7)) vime, Ze je tiidy C>°. AvSak problémem je, Ze 1 (t, 7) nema omezeny nosic,
ikdyz vytvorujici funkce ¢ je testovaci. V piipadé omezeného nosice jedné ze zobecnénych funkei
se problém vsak efektivné odstrani, jelikoz zobecnéna funkce s omezenym nosicem si nevsima
prispévki testovaci funkce mimo tuto omezenou mnozinu. Podobné tomu tak je v ptripadé, ze obé
funkce mayji sice neomezeny nosic¢, ale supp f C R*, suppg C R™, viz obrazek 4.1.

Integral upravime do tvaru definice pusobeni regularni zobecnéné funkce. Z definice zobecnéného
nosice vime f(t) = 0(t) f(t), a tedy

Subst.
of/Rdtf(t)/RdTg(T)ap(tJrT)f R
w(tr‘r) t - t

- / a6 (1) f (1) / dzg(z = 1)0(z = t)p(2) = / dzplz < / 1) Z““)

kde jsme vyuzili O(t)0(z —t) £ 0 < t € (0,2),2 > 0. Tedy jsme zjistili, Ze vysledek konvoluce
reguldrnich zobecnénych funkei s positivnimi nosic¢i je reguldrni zobecnénda funkce, jejiz klasicky
generator je klasickd konvoluce generatoru zobecnénych funkci.

Ukézali jsme (ne zcela korektné, ale tvrzeni vskutku plati), ze

Véta 4.1.1. Méjme reguldrni zobecnéné funkce s positivnim nosicem, f, g € D’reg asupp f C RT,

suppg C RT. Pak
(7 +9)(@) = 0(0) [ Fwala )y

Vrafme se zpét k pitkladu, kde obé funkce f(t) a e(t) spliiuji z definice predpoklady vyse
zminéné, a tedy vypocteme jejich konvoluci.

(1) =c(t)*xf(t) =0@)Z()xO(t)f(t) = @(t)/o Z(T)f(t—7)dr = G(t)/o (e7T—e ?)3(t—7)e! " Tdr =
= 0(t)3e [t/o (e77 —e “M)e Tdr —/0 (e7" —e M)re Tdr]| .

Timto jsme spocetli i posledni ¢len konvoluce a opét vidime, Ze je napsatelny ve tvaru soucinu
Heavisideovy funkce a néjaké klasické funkce.

1Obecnéjsi pojeti konvoluce, kterd by toto umoziovala, lze nalézt ve [ét’oviéek].
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Obrazek 4.1: Tlustrace efektivni omezenosti nosici v pripadé pozitivnich nosi¢ti zobecnénych funkei.
Horni obrazek predstavuje rigorézné zkoumanou situaci, kdy jedna ze zobecnénych funkci méla
kompaktni nosi¢, spodni pak predstavuje intuitivni odstranéni problému pro piipad dvou zo-
becnénych funkci s pozitivnimi nosici.
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Tedy celkem mame

=y(t)

Funkce y(t) by mohla byt fesenim klasické tlohy. Jak bylo feceno, z postupu to pfimo neplyne, ale
lze se o tom dosazenim presvédcit. Je tomu vsak skuteéné tak obecné, jak shrneme v nésledujici
véte, ktera je zobecnénim predchoziho vypoctu, a tedy skuteéné ona zobecnénd tloha je vhodnym
protéjskem klasické poc¢atecni tlohy.

Véta 4.1.2. Nechf u = u(t) pro t > 0 je klasické feSeni linedrn{ diferencidlni rovnice s kon-
stantnimi koeficienty tvaru

n
Lu = u(") + alu("_l) R an—lu/ + ay,u = Z an—ku(k) = f(t)v
k=0

kde ay, jsou konstanty pro vSechna k € {0,1,...,n—1} a ap = 1, které spliiuje poc¢ateéni podminky
u®)(0) = uy, pro viechna k € {0, 1,. ..,n—1} anecht f(t) € L}, (R") je po ¢astech spojité funkce.
Definujeme-li @(t) = O(t)u(t) a f(t) = O(t)f(t), potom:

1. Zobecnéné funkce @ vyhovuje rovnici v 9’
n n—1
Li=>an ™ =f+> ;0" = F,
k=0 r=0

kde ¢, = ZZ;I Qp—f—rUk—1-
2. Pro feseni klasické tulohy plati

n—1

ul(t) = /O Z(t— 1) f(r)dr + 3 enZ®,

k=0

kde Z(t) je funkce z fundamentalniho FeSeni operatoru L, tj. LZ = 0 a Z*)(0) = 0 Vk €
{0,1,...,n—2} a Z™=D(0) = 1.
Drikaz. Odvozeni zobecnéné tlohy se provede zcela analogicky jako u ilustracniho prikladu, a tedy
opravdu ziskdvame, Ze @(t) = ©(¢t)u(t) je FeSenim uvedené zobecnéné rovnice.
Dokazme nyni tedy druhou ¢ast a sice, ze klasické feseni ma uvedeny tvar. My navic zaroven

ukézeme, ze toto feSeni lze nalézt v TfeSeni zobecnéné tulohy.
Vime, Ze feSeni zobecnéné tlohy lze nalézt ve tvaru @ = e * F, kde ¢(t) = O(t)Z(t). Pak

n—1
G=ecxF=cxftex (Zcré(r)> =
r=0

n—1 n—1 n—1
zg*f—kzc,,g*&m:g*f—&-Zcrs(T)*5:5*f+ZcT5(T).
r=0 r=0

r=0

Diky pocatetnim podminkdm na funkei Z(t) je tato funkce vzdy spojitou funkei a pro jeji derivace
(za pouziti véty pro derivovani po Eastech spojité funkce) plati ) = ©(t)Z("). Z tvrzeni o
konvoluci zobecnénych funkef s pozitivnim nosicem déle vime, Ze (ex f)(t) = O(t) fot Z(t—7)f(r)dr.
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Dosadime nyn{ do vztahu pro @(t)

a(t) = O(t) /OZ(tT)f(T)dTJrZCTZ(T)

r=0

—_——
(1) (In
Tedy skutecné ziskdvdme, ze struktura FeSeni zobecnéné dlohy je @(t) = ©(t)u(t). Zbyva oveérit,
ze u(t) je TeSenim klasické dlohy. U¢inime tak, ze u ¢lent (I) a (II) ovéfime, ze jsou n-krat
diferencovatelné a soucet spliiuje jak diferencidlni rovnici (diky I), tak po¢ateéni podminky (diky
10).
(II): Jelikoz je Z € C* je

n—1 (k) n—1
<Z crz(”")> = Z e, ZUTk) e ¢ V.

r=0 r=0

Navic diky linearité L a konstantnosti koeficient aj plati:

n—1 n—1 n—1
r=0 r=0 r=0

a tedy tato druhé cast je feSenim homogenni diferencidlni rovnice Ly = 0, tj. neprispiva do reseni
samotné diferencidlni rovnice.
(1): Nejprve si uvédomime, ze - (f;g(tﬂ')dT) =g(t,t) + fot 2 g(t,7)dr. Odsud plyne i dife-

rencovatelnost Casti I. a mizZeme psat:

% (/Ot Z(t — T)f(T)dT) = wf(t) + /OtZ'(t —7)f(r)dT = /Ot Z(t —7)f(r)dr
Z(0)=0

& (/Ot Z(t - T)f(T)dT) = @f(t) + /Ot Z(t—7)f(r)dr = /Ot Z(t —7)f(r)dr

dt2
Z(0)=0

qr—t t . Adr : (n—2) 1y ! (n—1) —r Adr = ‘ (n—1) —r Adr
(/OZ@ )f()d) 20—+ [ 200 njear = [ 20705

dtnfl
Z(n=2)(0)=0

i, (/0 Z(t— T)f(T)dT) = Z0D(t— 1) f(t) +/0 ZW (@t — 1) f(r)dr = f(t) +/0 20— ) f(r)dr
Zn=1)(0)=1

Vidime, ze vSechny derivace existuji. Nyni jiz jednoduse ovérime rovnost

L (/Ot Z(t - T)f(T)dT> = ian_k </Ot Z(t - T)f(T)dT> " _

k=0
t [ n t
=50+ [ (L on -5 ) ar =10+ [ L2+ 50y = 500
0 \i—o 0
tj. skuteéné u(t) Tesi rovnici Lu = f.
V posledni tfadé ovérime splnéni pocatecnich podminek, kde si naopak ihned vSimneme, zZe

¢ast 1. nepfispivd do pocateénich podminek, jak plyne z nulovosti integrdlu (I )(k)(O) = 0 pro
ke{0,1,...,n—1}.
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Vysetifme ¢len (IT) a aplikujeme pocateéni podminky na Z() a definici koeficienti ¢,.. Odtud
po dosazeni nejvyssi derivace vyjadiené z (derivaci) rovnice LZ = 0 vyplyva, ze u(")(0) = u,., byt
tento technicky krok nerozepisujeme do detailii (pfenechdvame Ctendri). O

Pozndmka. Konkrétni tvar koeficienta v linedrni kombinaci derivaci Diracovy §-funkce je nad-
byte¢ny pro zapamatovani si. V kazdém jednotlivém prikladé je jasné, jak dané koeficienty vzni-
kaji (napt. viz predchozi priklad). Dilezitd vSak je ona odhalend struktura feSeni, kdy prvni ¢dst
(a jen ona) klasického FeSeni zajistuje splnéni diferencidlni rovnice, kdeZto druhy pifspévek do
diferencidlni rovnice naopak nepfispivé, ale zajistuje splnéni poé¢ateénich podminek.

4.2 Parcialni diferencialni rovnice

Pozndmka. Je dobré si uvédomit, ze pro parcialni diferencialni rovnice neni rozumny analog ke
konceptu fundamentalniho systému feseni, ktery zname z linearnich obycejnych diferencidlnich
rovnic. Prakticky to znamena, ze zabyvat se problémem nalezeni ,,obecného feseni PDR" nedava
prilis smysl.

Uved'me pro ilustraci nasledujici ptiklady:

1. Rovnici %u + a%u = 0 splnf jakékoliv funkce u(z,t) = f(x — at) pro libovolnou f € C*.

2. Rovnici divu = 0 fesi v R? libovolnd funkce tvaru u = rotF, kde F je libovolné vektorové
pole.

Zabyvame se tedy vzdy tlohou fesit PDR doplnénou o pocatecni, eventualné okrajové podminky.
Této pocatecni tloze se téz iikd Cauchyho tloha (initial value problem).
4.2.1 PDR 1. radu a metoda charakteristik

Uvazujme linedrni PDR 1. faddu se 2 nezndmymi proménnymi ve tvaru (uzivime obvyklé znaceni

parcidlni derivace pomoci dolniho indexu, tj. u, = %, U = %)

a(x, t)u + bz, t)uy + &(x, t)uy = §(,t).

Je-li b(x, t) nenulova funkee (lze zajistit volbou nezévisljch proménnych), lze timto lenem vydélit
celou rovnici a prevést ji na tvar

a(x,t)u + u + e(x, t)u, = g(z,t) s poéatetni podminkou u(x,0) = ug(x). (4.1)

Zabyvejme se klasickym resenim, tj. parcidlni derivace existuji a jsou spojité, diferencidlni
rovnice je splnéna bodové a pocateéni podminka téz.

Pozndmka. Nésledujici sled poznamek poslouzi jako jakysi vhled a odvozeni metody charakteristik.

1. Vyraz us + c(x, t)u, 1ze chdpat jako smérovou derivaci funkce u ve sméru (1, ¢(z,t)) v roviné
(t,); smérovou derivaci lze totiz vypoéist pomoci gradientu (grad(t,w)u, (1,¢));

2. Vektory (1,c(x,t)) tvori vektorové pole v roviné (t,z); kiivky « = X (t) podél tohoto vek-
torového pole (predstavme si jako Sipky urcujici jeho tok) jsou tedy dény obycejnou dife-
rencidlni rovnici X'(t) = ¢(X (¢),t). Tyto kiivky zveme charakteristiky.

3. Charakteristiky indexujeme pomoci bodu, jimz prochézi, tj. charakteristiku prochézejici bo-
dem (z,0) oznaéime X, (t), a tedy vyhovuje poc¢éteéni podmince X, (0) = xo;

4. Necht u(z,t) je feSenim tlohy (4.1) a z = X, (t) s X, (0) = zo je charakteristika. ZiZeni
feSeni u(x,t) na charakteristiku je ddno v(t) = u(X(t),t), a splituje rovnici

V(1) = ug (X (8),t) - X' (8) + ur(X(8),8) = ugp (X (2),8) - (X (t), ) + ur (X (2),¢).

Touto upravou jsme tlohu (4.1) pfevedli na tlohu feseni systému ODR.
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Pozndmka. V literatute je metoda charakteristik obvykle zapisovana jen ve velmi strué¢ném tvaru:
a(z, tyu + bz, t)u, + &z, t)ug = §(z,t)

dt
ds
dz
ST g(a(s), 1(5));

du

T a(a(s), s)u = §la(s), 1(5)).
Parametr s slouzi k parametrizaci charakteristiky. My jsme se s nim vypotadali normalizaci, kdy
koeficient u parcidlni derivace podle proménné ¢ byl jednotka a tedy za parametr jsme rovnou
volili ¢t = s, coz je Teseni % =1.
Postup metody charakteristik pro nalezeni feSeni tlohy (4.1)

1. Nalézt charakteristiky, tj. fesfme rovnici X'(t) = ¢(X(t),?) s po¢dtetni podminkou X (0) =
xo. ReSeni ozna¢me X, (t).

2. Nalézt xg polatek charakteristiky pro dany geometricky bod (x,t), kterym charakteristika
prochézi, tj. Fesime rovnici X, (t) = x pro xo. Jeji feSeni oznaéme z¢ = p(z,t).

3. Vyfesit ODR na charakteristikdch z bodu 1 (které zérover indexujeme dle charakteristiky,
na které hleddme fesent), tj. fesime rovnici v'(t) + a(Xu, (t), t)v(t) = g(X4, (1), ) s potatecni
podminkou v(0) = ug(xg). ReSeni oznacme v, ().

4. Rekonstrukce Teseni, tj. dosadit spravnou charakteristiku do Teseni vy, (¢):

u(x,t) = vy, (¢ .
() =] _

Tlustrujme tuto metodu na konkrétnim pripadé:
u~+ up + Tuy = 3 s pocateéni podminkou u(x,0) = arctan(zx)

Postupujme dle naznaceného postupu:

1.
X'(t) = X(t) s pocatetni podminkou X (0) = zg

ReSenfm této rovnice je X, () = zoe'.
2. Danym geometrickym bodem prochéazi charakteristika:

X (t) = 2 = xpe’ = p(z,t) = 10 = TE "

3. Na charakteristikdch fesime tlohu
V' (t) +v(t) = 3X,, (t) = 3zoe’ s potateéni podminkou v(0) = arctan(xz)

Tuto rovnici snadno vytresime:
v(t) = Ce ' + Det,

kde D dopocitame jako partikuldrni reseni. Po dosazeni mame:

3
2De! = 3zpe! = D = 5330.
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Uzitim pocatecni podminky nakonec ziskavame:
3
v(0)=C+D=C+ J%0 = arctan(zg)

Tedy Teseni na charakteristikach je tvaru:

Vg, (t) = (arctan(zg) — gxo)e*t + %xoet.

4. Nyni jiz mizeme nalézt feseni ptivodni tlohy dosazenim konkrétni znalosti charakteristiky,
ktera prochazi danym parametrem xg:

3
u(x,t) = (arctan(ze™") — ixe*t)e*t + 2%

Obecnost metody V tomto odstavci budeme opét jen v poznamkach a bodech diskutovat
obecnost této predstavené metody.

1. Je samozfejmé nutné, aby existovala charakteristika z daného bodu (x1,¢;) vedouci zpét do
t = 0 (do bodu poéiteéni podminky), abychom mohli rekonstruovat feseni. Toto totiZ obecné
neni vzdy mozné. Existence feseni pro ODR je lokélni (pro malé ¢asy), uvazme napiiklad
v'(t) = v2(t), v(0) = vy > 0. Podobné je té7 vyZadovdna hladkost funkcf a pocatecnich
podminek pro existenci charakteristik.

2. AvSak metodu lze piimocare rozsitit na nelinearni piipad, tj. ilohu
up + c(z, tug = f(x,t,u), u(x,0) = ug(x).
Ve tretim kroku sta¢i upravit rovnici na
v'(t) = f(t, X (8),v(t)), v(0) = uo(wo).
3. Obdobné lze metodu rozsirit pro kvazidiagonalni PDR, tj. pro tlohu tvaru
us + ez, t,u)u, = f(z,t,u), u(z,0) = up(z).

V tomto pripadé vsSak se rovnice neoddéli do jasného postupu, jelikoz soustava obycejnych
diferencialnich rovnic je v tomto pripadé

X'(t) =c(X(t),t,0(t), X(0)= zo.

v'(t) = f(X (@), t,0(t)), v(0) = uo(wo),
které vyzaduji feseni v jednom kroku.
4. Pocateéni podminka nemusi byt zaddna v poc¢atku, ale napiiklad v t = 1, t = z?
Stejné tak pocet nezavislych proménnych lze primocate zvysit.

apod.

4.2.2 Klasifikace PDR 2. fddu a prevod na normalni tvar
Nyni pfejdeme k PDR 2. faddu, tj. rovnici tvaru

n

n 82 n a
f=Lu= Z Zaij(x)mu + ;ln(:c) 8sciu + c(x)u.

i=1 j=1

Opét hleddme jeji klasické feseni u € C*(G), a;j(x) € C(G), bi(z) € C(G), c € C(G), kde G C R™.
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Definice 4.2.1. Iv{ekneme7 ze linedrni parcidlni diferencidlni rovnice 2. rfadu je elipticka, resp.
hyperbolickd, resp. parabolicka na M C G, pravé kdyz je eliptickd, resp. hyperbolicka, resp.
parabolickd jeji piidruZend kvadratickd forma q(y,x) = y? A(x)y, kde A;; = a;j(z) (A je symet-
rickd).

Rekneme, 7e parcidln{ diferencidlni rovnice je v normalnim tvaru, pravé kdyz je matice A
diagonalni s 0, -1 a 1 na diagonéle. Typicky se tak déje po transformaci.

Pozndmka. Pripomenme, ze o kvadratické formé rekneme, Ze je eliptickd, pokud mé jeji matice
veskera vlastni ¢isla kladnd, resp. zaporna. f{ekneme, ze je hyperbolickd, pokud jsou veskera jeji
vlastni ¢isla nenulova a neni eliptickd, tj. mé jak kladnd, tak zdpornd vlastni cisla, kterd jsou
nenulova. f{ekneme, ze je parabolicka, pokud je alespon jedno jeji vlastni ¢islo nulové a alespon
jedno nenulové.

Nyni uvedme typické zastupce jednotlivych t¥id:

« Laplaceiv operator A = > " 8:2_ je elipticky operator v normalnim tvaru
J

j=1 922
e Operator vedeni tepla % — A je parabolicky operator v normélnim tvaru

’ v 7z 2
« Operétor vinéni 2

7= — A je hyperbolicky operdtor v normalnim tvaru

Prevod linedarni PDR 2. fddu se dvéma nezavislymi proménnymi do normalniho tvaru
Uvazujme linedrni PDR 2. fddu se dvéma nezavislymi proménnymi:

(9216 2 2

u u

Hleddme transformaci soufadnic (z,y) < (§,7n), kde £ = &(z,y) a n = n(z,y), takovou, aby
v novych proménnych (§,7) byla v normdalnim tvaru. Vypocéteme nejdiive parcidlni derivace v
novych proménnych:

du _ vk ouin

or  0¢dx  Onox’
Pu_ P (06\!, Pu 0k e ou (o) u 0E0y dudPy
0x2 062 \ oz 0&0n 0x Ox ~ 9& 9x2  On? \ Oz 0E0n Ox dx ~ On Ox2’

0%u _82u8§3§+62u@%+@ 0%¢ 62u8n8n+82u%@+@ 0%y

0xdy 02 0xdy 0dndxdy O Oxdy  On? 0xdy  0&dndx dy = On Oxdy’

Druhé derivace dle proméné y je analogickd k druhé derivaci dle z. Dosadime do puvodni rovnice
(4.2) a rovnici upravime opét do tvaru rozhodujiciho o klasifikaci vysledné parcidlni diferencidln{
rovnice (totiz budeme se sousttedit pouze ¢leny s druhou derivaci v podle novych proménnych):

9%u oe\? oe\? a¢ B¢ &% on\? on\’ on on
ae(“@n>40<m) *bﬁnm) T a@n)*C(m) +b&nm) +

I II

0%u o0& On o0& On on o 0& on -
+8§8n (2a (635635) + 2c <8y8y) +b (&vay + (?:U@y)) +F(Vu,u,&,n).

117

Vsimnéme si, ze ¢len I 1ze prepsat do nésledujici podoby:
o ae\ 2
¢\’ o o
ox ox
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Q)‘ ‘@‘Qa
8 e

Vidime, 7e jsme obdrzeli kvadraticky vyraz a + b\ +cA? = 0 pro A(x,y) = 9. Stejny kvadraticky

2
vyraz bychom obdrzeli, kdybychom vytkli ¢len (g—g) v koeficientu druhé derivace dle proménné

1, tj. z I1. Proto pokud ma ona nalezenda kvadraticka rovnice prave jeden dvojnasobny kofen, jsme
schopni vynulovat pouze jeden vyraz z I, II. Naopak v pripadé existence dvou ruznych korenti
Ize vynulovat oba koeficienty u druhych derivaci najednou. Zda se prekvapivé, Ze pri prevodu na
normalni tvar, kdy chceme odstanit smiSené Cleny, diskutujeme odstranéni ¢lent diagonalnich.
Uvidime vSak vzapéti, ze se jedna o velmi vhodny postup.

Vidime, ze pocet korenti bude rozhodujici pro vysledny normalni tvar. Nabizi se tedy otazka,
zda-li nelze odhalit souvislost mezi po¢tem (a typem) kofent uréujici kvadratické rovnice a+ bA +
cA? = 0 s poc¢tem a znaménky vlastnich ¢isel matice A, tj.

[ a b/2
A= (b/ 2 ¢ > ’
tj. s typem parcialni diferencialni rovnice.
Uvazme tedy PDR tvaru (4.2). Pak rovnice 4.2 je

Parabolickd Dle definice klasifikace je PDR parabolickd pravé tehdy, kdyz ma pridruzend kva-
dratickd forma A alespon jedno vlastni ¢islo rovno nule, tj. detA = 0 = ac — %, coz je
ekvivalentni pozadavku, aby diskriminant uréujici kvadratické rovnice d(x,y) = b — 4ac byl
nulovy. Nakonec nulovost diskriminantu odpovida situaci, kdy kvadraticka rovnice mé prave
jeden dvojnésobny kofen.

Elipticka Podobné rovnice je eliptickd, kdyz jeji pridruzend kvadratickd forma mé vSechna vlastni
c¢isla AL stejného znaménka. Vlastni ¢isla matice 2x2 lze snadno urcit jako

At = LI (trA)2 — detA,
2 2
odkud jiz snadno ur¢ime podminky na stejnd znaménka obou vlastnich ¢isel. Aby Ay > 0 bylo
splnéno, tak nutné trA > 0 a zaroven detA > 0. Podobné pro A+ < 0 musi trA < 0 a zaroven
detA > 0. Dohromady tedy dostavame, ze PDR je eliptickd pravé tehdy, kdyz ji pridruzena
kvadratickd forma méla pozitivni determinant. Opét tato podminka ale v Te¢i kvadratické
rovnice znamend, ze diskriminant je zdporny, d(x,y) < 0, tedy fakt, Ze kvadratickd rovnice
a+ b\ + cA? = 0 ma dva komplexné sdruzené koteny.

Hyperbolickd Nakonec pro hyperbolickou rovnici (se dvéma nenulovymi vlastnimi ¢isly s opa¢nymi
znaménky) lze analogicky ukéazat, ze je ekvivalentn{ podmince detA < 0, pozitivité diskri-
minantu kvadratické rovnice d(x,y) > 0, a tedy existenci dvou riznych redlnych kotrent.

Shriime si dosavadni poznatky.
Parabolicka rovnice Ukazali jsme, Ze pro parabolickou PDR m4 rovnice a4bA+cA? = 0 pravée
jeden kofen A*. Ten pouzijeme na vynulovani clenu I a ukézeme, zZe zajisti rovnéz vynulovani

¢lenu I11, tedy koeficientu u smiSené derivace. Staci volit bez ijmy na obecnosti n(z,y) = x. Pak
muzeme upravovat ¢len 171 do tvaru:

¢ on 0§ on 9 On 9§ On o8 | 08 08 .
1T =202 21 T T 9.2 T 9,95 1 %S 25 o -
“or o o Ox Oy +8y Oz + Cay Oy a8x+b8y 8:£( a+b\’) =0,
~ ~~ ~ ~~
1 0 1 0

kde posledn{ rovnost plyne z Vietovych vztaht (aby kvadratickd rovnice méla jeden dvojndsobny
koten, struktura koeficientt musi byt specidlnf: a-+bA+cA? = 0 = ¢(A=A*)2 = A2 —=2cA* A+c(2*)?).
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Tedy rovnici 4.2 jsme prevedli do ocekavaného normalniho tvaru

u F(Vu,u,&,n)

gy = 0.
on? I

Uk&zali jsme, ze pro hyperbolickou i eliptickou rovnici mame dva rtizné koreny rovnice a+ b+
cA? = 0, a tedy lze v obou piipadech zvolit soufadnice &, tak, ze I = 0 = II. Dostavame tedy
rovnici tvaru: ~

u  F(Vu,u,&,m)
onog 111

Tato rovnice vSak neni v normalnim tvaru, ale muze se zdat zvlastni, Ze obé rovnice lze prevést
do stejného tvaru. Uvidime, ze divodem jsou komplexni proménné, které jsme vsak u klasifikace
neuvazovali. Totiz jelikoz u eliptické rovnice existuji dva komplexné sdruzené koreny

=0.

[er3
_ Oy
ox
axz,y € R, tak funkce transformuji do komplexnich proménnych. V hyperbolickém pripadé
Y ) i ] p p y yp prip

problém nenastavd, jelikoz nové soutradnice &, 7 rovnéz realné.

Hyperbolicky pripad Staci uvazit znamou transformaci z obdoby v kvadratickych formach,
totiz transformaci r = £ +n,s = £ — . Pak

0%u 0 @ _E %_@ _82u 8%u 82u+@ _82u 0%u
on) oc\or 0s) ords = 0s?

or? + ords

orz  9s2’

ooy~ o€

a tedy jsme obdrzeli rovnici v otekdvaném normalnim tvaru.

Elipticky pripad Nyni je zfejmé, Ze stejnou transformaci nedostaneme spravny normalni
tvar v eliptickém ptipadé. Divodem je pravé ona zminovand komplexnost novych proménnych,
kdy r =&+ n € R, s =& —n € iR. Proto pozménime jesté transformaci, aby byla do reilnych
proménnych, totiz volme r = £ + n = 2Ref, s = i(§{ —n) = —2Im¢&. Potom jiz snadno

0%u 0 <8u) 0 (8u 8u) B 0%u . H*u ,(82u ,82u> %u 9%

oEdn o€

o) " oe\ar a5 ) " a2 Taras  \ares 1052 ) "o T a5

coz je jiz PDR v otekdvaném normalnim tvaru.

Nalezeni transformacnich vztaha £(z,y), n(x,y) Zbyvéa otdzka, jak nalézt transformacni
vztahy do jiz nalezenych normélnich tvara jednotlivych typtu PDR. Vime, jak ziskat funkce A\(x, ),

2¢

totiz jakozto Teseni rovnice a + b\ + cA\? = 0. Vime také, ze \(z,y) = a obdobné pro 7, coz je

@‘m‘@
8 e

vztah pro hledané funkce &, 7.

Tento vztah vSak pripomind derivaci implicitné zadané funkce z(y), kterd je zaddna funkei
&(z(y),y) = K, kde K je konstanta. Zderivujeme-li tento vyraz dle y, obdrzime %x’ + r%' Odtud
ale jiz

2(y) = =3¢ = —Aa,y)

Tedy sta¢i vyTesit tuto diferencidlni rovnici pro nezndmou funkci x(y) a feseni napsat ve tvaru
implicitnich funkci. Rozmyslete, ze obdobné lze Tesit vztah

y’(x):—X(x,y), A:(gi&,
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kde ) je feSenim ¢ + bA + a2 = 0, coz odpovida znalosti derivace inverzni funkce.
Na zavér si ilustrujme urceni transformacnich vztaht na konkrétnim prikladé. Hledejme souradnice,
ve kterych rovnice

30%u 5 0%u
r’— — 1y x
Ox? Oy? ox
prejde do normalniho tvaru.
7 vyse uvedeného hledame reseni a diskriminant urcujici kvadratické rovnice

3 — xy? A2 = 0.
Jeji diskriminant je
d(z,y) = 4z*y* > 0 s.0.,

odkud plyne, ze rovnice je skoro vSude hyperbolicka, kromé bodt x = 0, y = 0, kde prechazi v
parabolickou. Koreny urcujici rovnice jsou A4 = :l:%, a tedy odtud mame feSeni Inx = Flny+ K,
odkud & (z,y) = In Ta m (z,y) = Inxy. Lze vSak nalézt i jednodussi transformaéni vztahy, pokud
vyuzijeme nejednoznacnost konstanty v implicitnim vyjadieni. Totiz vztah Inz = Flny + K lze
téz zapsat jako yr™! = K, odkud dostdvame soufadnice v elegantnéjsi podobé &(z,y) = zy a

n(z,y) = 5 V pripadé jakychkoli nejasnosti doporucuji dopocitat si transformaci explicitné az do
normélniho tvaru, kde veskeré kroky z obecného postupu budou zfejméjsi.

Prevod linearni PDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty a n proménnymi

Diky konstantnosti koeficienti jsme schopni provést prevod na normalni tvar pro obecné n proménnych,
nebot se jednd o tlohu ekvivalentni s pfevodem matice do polarni baze. Vystaéime si totiz jen s
linearni transformaci. Méjme rovnici tvaru

Z Zaijm + F(Vu,u) = (V' AV)u + F(Vu,u),

kde pravé ona moznost prepsani pomoci gradientu je pouze diky konstantnosti matice A. Ozna¢me
(b1,ba,...,by,) polarni bazi matice a déle ozna¢me B matici, ktera spliiuje BT AB = D, kde D je
diagondlni matice s vlastnimi &isly na diagondle a BT = B~!. Pak rozepsanim identity mtizeme
rovnici upravit do podoby

n n 2
> ZaijafTZJrF(Vu, u) = (V'BBT ABBT V)u+F(Vu,u) = (BTV) BT ABBTV)) utF(Vu, u) =
1ULg

i=1 j=1
- 0%u
T
=V DV, + F(Vyu,u) = ZDMW +F(...).
j=1 Y;
Nynf jiz snadno uréime hledanou transformaci z — y tak, aby BTV, = V,, tj.
0 = 0 Z 0
WA
J ) J .
Oy = Ox;j = O0x;
Zaroven je patrné, zZe se jednd o linedrni transformaci, tj. transformaci x = Jy, z ¢ehoz derivovanim
zjistujeme
0 " Ox; 0 - 0
ur =2 9y e = 2 ik
Yk j=1 Yk 0T i=1 T

atedy J =B.
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4.2.3 ReSeni pocatecnich dloh linearnich PDR 2. fadu

V této kapitole se budeme soustredit pravé na ony typické predstavitele vsech typt parcidlnich
diferencidlnich rovnic z predchozi kapitoly. Tedy diky transformacim do normélniho tvaru vime,
ze ve skuteCnosti hleddme reseni k mnohem vétsi skupiné PDR. Poznamejeme pak, Ze postupy zde
uvedené lze prirozené zobecnit na linearni diferencialni rovnice vyssich rada.

Postup bude analogicky jako u ODR, jen jiz nebude tak rigorézni (existence konvoluce, cesta
zpét ke klasickému TeSeni ze znalosti Feseni zobecnéné tlohy).

I. Nalezeni vhodné zobecnéné ulohy Klasickou pociteéni (Cauchyho) tlohu pfevedeme na
vhodnou zobecnénou tlohu opét pomoci umélého vytvoreni nespojitosti v ¢ = 0, abychom zahrnuli
i pocatetni podminky do pravé strany ulohy. Postup provedeme pro nazornost na rovnici vedeni
tepla v R*! prostoru?.
0 0° NP ] :
Lu= (5’t - AW) u = f(t,x) s po¢ateénimi podminkami «(0,x) = uo(x),

kde A > 0 je koeficient veden{ tepla (poznamenejme, Ze difuzni rovnice je identickd, jelikoz jsou
oba popisy zaloZeny na stejnych pozorovani: Fourieruv a Fickuv zdkon). Hleddme klasické Fesent,
tj. u( ,x) € CHRT), u(t, ) € C3(R) pro f € C}H(RIF1).

Nyni jiz budeme postupovat stejné jako u ODR, tj. aplikujeme stejny diferencidlni operator L
na funkci a(t, x) = O(t)u(t, ). Spocitdme potiebné derivace (dle cviteni diive)

2 2

@ﬂ(m, t) = @(t)@u(m, t)

%ﬂ(aj, t) = @(t)%u(x, t) + ug(z) @ 6(t)

a po aplikaci diferencidlniho operatoru mame

2
La = 0©(t) <§tu - )\aaxQU> +up(z) @ 6(t) = O) f(t, x) + up(z) @ 6(t) = f + up(z) @ 6(t).

Vsimnéme si opét, ze se ze ziskané zobecnené tulohy rovnice vedeni tepla vytratila zavislost na
reseni klasické tlohy, coz ndm umoznuje postupovat dale. Totiz, zndme-li fundamentalni reseni
operatoru L, umime najit feSeni zobecnéné tlohy pomoci konvoluce.

II. Fundamentéilni feSeni ¢ Hledejme tedy fundamentdlni Feseni & (¢, x), tentokrate jiz nutné
pomoci integralnich transformaci:

L&(t,x) = (8815 - )\38:172> E(t,x) =0(t,x) = 0(t) ® §(x)

Aplikujme na celou rovnici ¢asteénou Fourierovu transformaci v proménné z (jak bude patrno
nize, je to vyhodnéjsi nez Fourierova transformace v obou proménnych):

50 | (5~ Az ) 60| () = 51600 @ 0(0)] (1:6) =60 95, B ©) =30y &1,

Vidime tedy, ze funkce na pravé strané rovnice je nezavisla na £. Upravme jesté levou stranu:

5 | (51 - Vg ) €00 (10 = 8160010 - A1, (600 () =) 91

2Touto notaci rozumime operator v jedné ¢asové proménné a jedné prostorové souradnici.
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Nyn{ oznaéme &%(t,€) a viimneme si, Ze pro pevné £ (chapeme jako parametr) lze pii dalsfm
oznaceni gg(t) = &7(t, &) zjednodusit problém na obyCejnou diferencidlni rovnici pro ¢astecny
Fourieriv obraz fundamentalniho reseni

ooty + 282 (1) = 6

S8+ XS EE (1) = (1)
To jest funkce é%g (t) je fundamentdlnim Fesenim operdtoru L; = % + a pro a > 0, které snadno
uhodneme cf?(t) = &7(t,¢) = @(t)e’Ath 3. Vyhnuli jsme se tak poéitdani dopiedné a inverzni
Fourierové transformaci v proménné t.

Abychom nalezli fundamentélni fesen{ & (¢, x), zbyva provést inverzni Fourierovu transformaci

o(t) e*i
2V A\t

axt
V obecné dimenzi mé fundamentalni feseni operdtoru vedeni tepla tvar (viz cviceni)

&t z) =37 [@@w(t,g)] (t,z) = O()F ! [e%ﬂ (t,z) = %f)gm [e**ﬁ"’t] (t,z) =

— Lt)e_ INt
#60) = ’

kde |[|z[|* = 21 mk

III. ReSeni zobecnéné a klasické ulohy Resen{ zobecnéné ulohy je tedy

iz, t) = e(z,t) * (f(z,t) + uo(z) ® (1)) .

Druhou ¢ést feseni ziskdme opét relativné primocare diky tomu, ze Diracova § funkce funguje
jako jednicka pri konvoluci. Plati totiz nésledujici tvrzeni:

Véta 4.2.2. Mé&jme ug € D' s kompaktnim nosi¢em a € € D’. Poté

ez, t) * (up(z) ® 4(t)) = e(x,t) *4 uo(x).

Diikaz. Postupnymi tpravami mame

(e(x, 1) * (uo(x) @ 4(1)), (2, 1)) = (e(x,

t); ((uo(§) ©@6(7), p(x + &t + 7)) =
(et

v2), (uo(€), ol + &,1))) = (e(t, ) * uo(), p(t, 2)).
O

Nyni s odvoldnim na analogii k postupu v ODR opét bude platit (neni to jasné, ale zpétnym
ovéfenim se lze o spravnosti presvédéit, viz nize), Ze konvoluce dvou reguldrnich zobecnénych
funkei, které maji pozitivni nosi¢e v proménné ¢, existuje a je rovna klasické konvoluci jejich
generatoru, tj.

e(t,2) « O f(t, x) = G(t)/o dT/Rdgs(r,g)f(t Cra—6)

Pro nas konkrétni pripad mame

e(t,z) * (O(t) (L, ) / / - me A f(t - - €).

Podobné pro druhy vyraz, konvoluci jen v proménné x, mame:

e(x,t) x4 up(2)

_&
= 2\/%/Rdfe uo(x — §).

3Jednd se o feseni tvaru e(t) = O(t)Z(t), kde Z(t) spliuje rovnici LZ = 0 s pocateéni podminkou Z(0) = 1
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Celkem tedy jsme nalezli feSeni zobecnéné tilohy rovnice vedeni tepla v R'*!, které je tvaru
(z,t) = O(t)u(x, t), totiz

it z) = t L S ft—raz— _ e
u(t,z) = O(t) {/0 dT/]Rﬁe ft—mx f)d£+2\/7/d§uo x—E&)e d¢|,

=u(t,z)

kde si ¢tenaf mtize ovéfit zpétnym dosazenim, ze ziskana funkee u(t, z) je opravdu FeSenim ptvodni
Cauchyho tlohy. Touto argumentaci (ex post) lze alespori ¢dstetné zdtvodnit vySe uzité nejasné
kroky ohledné existence a tvaru konvoluci zobecnénych funkci. Doporucuji vSak zkoumat spravnost

tohoto vzorce az v konkrétnich ilohéch, kdy je situace podstatné snazsi. Uvazte napiiklad f(¢,x) =

e~ ! cosx a pocatecni podminku ug(z) = cosz. Po dosazeni do ziskaného vzorce ziskdme konkrétni

podobu feseni, u kterého lze jiz snadno ovérit, ze vyhovuje puvodni Cauchyho tloze.

Podobny postup je uplatnitelny ve vsech ostatnich pripadech. Klicova je tedy znalost funda-
mentalnich feseni. Jak se vSak ukazuje, vypocet fundamentalnich feseni muze byt znacné kompli-
kovany (obzvlasté ve dvou prostorovych dimenzich). Pfedstavime si proto i metodu sestupu, kterd
umoznuje ziskavat fundamentédlni feSeni z jiz nalezenych ve vyssich dimenzich.

4.2.4 Hledani fundamentalnich reseni & vlnového a Laplaceova operatoru

Véta 4.2.3 (Metoda sestupu). Nechf u(t,z) € 2'(R'™) je zobecnéna funkce s omezenym nosicem
v t, tj. IR > 0 takové, Ze Vz je suppu(t,z) C Bgr(0), kterd je fesenim diferencidlni rovnice
(22:1 %Lk + Lo) u(t,z) = 6(t) ® f(x), kde Ly, Lo jsou linedrni diferencidlni operdtory ptisobici
v z € R™ s koeficienty t¥idy C*°. Potom uq definované jako

(uo(z), p(2)) := (ult, x), p()n(t)),

kde n € Z(R) je libovolna takové, Ze u(t,z) = n(t)u(t,z) v 2'(R*™*") a n(0) = 1 (ukazte si, Ze
takové existuji), je feSenim rovnice
Louo = f

Drikaz. Tvrzeni je konstruktivni, staci tedy jen ovérit tvrzeni. Upravime levou stranu
(Louo(x), p(2)) = (uo(z), Low(2)),

kde operdtor Lg ziskdme pi{mocarou obménou z operdtoru Ly (zmény ve znaménkdch, poradi
nésobeni a derivovani; napf. pro Ly = a(x )dmg je Lo = (— )dexg (a(x)")).
Dale pokracujeme pomoci sikovného vyjadieni nuly:

(uo (), Low(x)) = (u(t, ), Lop(x +Z< (;;Ek) (go(x)n(t))) =

n k _ B
- (u(t,x» <Z . +L0> <so<x>n<t>>> - (( Sn +Lo> u(t,m,so(x)n(t)) -
k=1 k
(t

=1
= (6(t) ® f(z), p(2)n(t)) = (f(2), p(2)),

kde jsme v predposlednim kroku vyuzili zavedeni pomocné n funkee, jejiz (nutnd) funkéni hodnota
rovna jedné je protazena az do pocatku. O

Pozndmka. Je-li funkce u(t,z) € 9}, a [pu(t,z)dt € L
predpisem:

Lo(R™), tak 1ze ug(z) uréit jednodussim

(1o, ple) o= (ulta)plomn(®) = [ attorplomvatn) = [ oo ([ anuteo)).



Tedy pozorujeme, ze ug(z) = [, dt u(t, z).
Podobné je-li feseni vicerozmérného problému separovatelné a v proménné sestupu piisobi jako
Diracova ¢ funkce, u(t,z) = §(t) ® v(z), pak ug(z) = v(x).

Laplaceova rovnice Laplacetuv operdtor je elipticky operator v normélnim tvaru

Fundamentalni feseni v jedné dimenzi je trividlni, naopak ve dvou dimenzich je obtizné ziskatelné
(i ovéfenim) a m4 tvar

1
&(w) = 5-na]].

Pro n > 3 uzijeme k nalezeni fundamentéalniho feseni metodu sestupu z fundamentalniho reseni
rovnice vedeni tepla v proménné ¢ (co volime za f z metody?). Budeme vychazet z prvni pozndmky,
byt se opét jedna o piipad za hranici ndmi ukazané funkénosti metody (totiz fundamentdlni feSeni
rovnice vedeni tepla nemd omezeny nosi¢ v t). Formalné tedy ziskdvame

up(x) = 79(” 6_% = +0071 6_%
o= f i U= e T

llz ]

4t

Provedeme substituci v integracni proménné, = u, tedy dostavame

n/2
én(x) = up(x) = ﬁzil

Specialné pro tfet! dimenzi dostavame obvykly tvar

—n+2 e -2 —u _
||l / w2 e du = —=——
0

!
Arl]”

(5)3(37)

VlInova rovnice Piipomindme tvar vinové rovnice v R?

32
ﬁ - a2Az,y,za

pricemz na cvicenich bude relativné snadno ukazano, ze fundamentélni feseni je tvaru

o)

Gs(t,z) = 4mra?t

5Sat (‘/I:’ y? Z)'

Opét uzijeme metodu sestupu k nalezneme fundamentélni feseni v prostorové dimenzi dva. Je
vsak tedy treba volit za proménnou, ve které sestup provadime, treti prostorovou proménnou z
(rozmyslete, co je tentokrate f7?). Z tvrzeni véty pak postupujeme

+o0 T
(Galt ). 9(t.0) = Gtttz = ooz [ ae [ I e as

=1

Jednd se o plosny integral a cilem je prejit pouze k integracim v proménnych testovaci funkce
o(t, z,y), tj. parametrizaci kulové plochy volime pomoci prvnich dvou kartézskych soufadnic:

z = +\/a?t? — a2 — 2
(at)? > 2% + 9>
dz dz

& X dy

at

[a2t2 —z2—y2

69



Plosny integral tak jiz lze prepsat na integraci jen pres prostorové proménné z,y a integrujeme
pres dvé polokoule

2 +o0o " ’
2 / dt/ d(l'l,IQ) a SD( ﬂxvy) _
Ama® Jo (at)?>z2 2 J2r 2 g 1
1 O(t)0(a’t? — 22 — 4?)

=— [ dt d(xq,
2ma Jg  Jgre (w1, 72) a’t? — x? — y?

o(t,z,y).

Odtud jiz vidime z rovnosti zobecnénych funkci, jak vypadd hledané fundamentalni feseni (diky
prvni ¢4sti pozndmky):

(1,0, 1) = —— DOt — |lzl)

2ma /a2 — [z

kde jsme piepsali podminku (at)? > 22 + y? na at > ||z||.

4.2.5 Vhled do kvalitativniho chovani reseni jednotlivych typi PDR

Fundamentalni feseni sice hledame ¢isté jako mezikrok pii hledani obecného feseni dané pocatecni
tlohy. M4 vsak samotné dobry fyzikalni vyznam umoznujici nahlédnout do kvalitativniho chovani
feseni jednotlivych diferencidlnich problémi. Totiz Diracova § funkce je dobrou reprezentaci bo-
dového zdroje v prostoru i ¢ase. Uvazme, co fikaji jednotliva fundamentalni feseni o typech PDR.

Parabolicka PDR, vedeni tepla Fundamentélni reseni ma tvar
o) _l=1?
= 7 e T4t
(2V/mt)"

Vsimnéme si, ze tedy po zapnuti bodové malého zdroje umisténého v poc¢atku na okamzik v
¢ase nula (tuto skuteCnost aproximujeme pomoci Diracovy § funkce) lze pocitit dusledky tohoto
tepelného zdroje libovolné daleko od néj, a to pro libovolné malé ¢asy. Tomuto jevu se typicky rika
nekonecnd rychlost siteni informace a je vlastnosti linearnich parabolickych rovnic, tedy je soucasti
Fourierova zdkona vedeni tepla ¢i Fickova zdkona difuze. Je-li tato aproximace skute¢nosti prilis
hrubd, tak je treba model vedeni tepla poopravit pomoci pridani dalsi ¢asové skdly, jak je tomu v
Cattaneové modelu vedeni tepla. Tim vSak dostavame hyperbolicky problém, ktery ma vskutku
jiz konecnou rychlost Sifeni informace (vlny). TéZ je vhodné poznamenat, Ze v pfipadé nelinedrni
parabolické rovnice (napt. v pripadé, kdy tepelnd vodivost A zdvisi na teploté), tak tento poznatek
o rychlosti sifeni nemusi byt pravdou.
Difuzni rovnice, ktera je identicka s rovnici vedeni tepla, je spojitym modelem ndhodné prochazky.

Je vsak zajimavé, ze jista dulezita vlastnost ndhodné prochazky zavisi na dimenzi a nastesti pro
opilce (drunkard’s walk, jak je téZ nazyvand ndhodné prochézka) se pohybujeme efektivné ve 2D,
ikdyz zijeme ve tfirozmérném svété. Opilec totiz s jistotou ve 2D nakonec trefi dom1, ale ve vyssich
dimenzich uz by byl spiSe netispésny nez ispesny. Problém byl studovan v Pélyové teorému a na
fakulté se s nim mdte moznost sezndmit v rdmci pfedmétu Ndhodnych procest (intuitivné lze do
tohoto problému nahlédnout z odhalené zavislosti fundamentalniho feSeni na case, kdy zavislost
amplitudy s ¢asem je ve formé t~"/2).

é,.(t,x)

Hyperbolickd PDR, vlnova rce Fundamentalni feseni maji tvar
1
& (t,x) = %G(at — |z]),

_1 ©®)O(at — [l]))

& t,.’L' = — )
ST
_ e
éa3(t7x) - 47Ta2t Sat(x)'
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Vidime, Ze tentokrate mame koneénou rychlost $ifeni, a to pravé vzdy s rychlosti a (interval, kruh
i sféra zvétsujici se rychlosti a), jak jste vidéli pii feseni vlnové rovnice v rdmci VOAF. Nicméné si
povSimnéte téz velmi rizné zavislosti amplitudy na dimenzi: v jedné dimenzi amplituda nekles4,
kdezto ve trech dimenzich linearné klesé s ¢asem. Ve dvou dimenzich pro velké casy mame téz
priblizné linearni pokles amplitud s ¢asem, avSak z poc¢atku pokles zavisi i na poloze. Co to vSak
znamend pro princip superpozice pro skladani vin v riznych dimenzich?

Elipticka PDR, Laplacian Fundamentalni feseni maji tvar

a vidime, ze jejich funkéni zavislost je silné zavisla na dimenzi. Napiiklad singularita v nule je ve
dvou dimenzich logaritmickd, avsak ve tfech dimenzich hyperbolickd (imérné prevracené hodnoté
vzdéalenosti od pocatku).
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Kapitola 5

Integralni rovnice, spektrum, ON
baze

Vyrazem integralni se oznacuji takové rovnice, v niz se neznamé funkce nachazi za integralem. Jak
uvidime, je zde blizka souvislost s diferencialnimi rovnicemi.

Pro tyto ti¢ely uvazme nasledujici objekty. Bud G omezena oblast v R" a déle pfipomindme
funkéni prostory s normou, na kterych budeme zkoumat reseni integralnich rovnic:

L?(@), pro funkce s normou | fll2 = ([, f(a?)f(:c)d:c)%;

C(G), pro funkce s normou || f|l¢c = max,&|f(x)|.

Definice 5.0.1. Integralnim operatorem K ptisobicim na funkci ¢ rozumime

Kelo) = [ ()i
G
kde % nazgvame integralni jadro. V nasem nahlédnuti do teorie integrélnich rovnic budeme
uvazovat pouze spojitd integralnf jadra, tj. £ € C(G x G). Déle zavddime oznaceni:
mez jadra M = maxg, | (z,y)];
objem oblasti V := [ 1dz.

Nejprve se zabyvejme klasickym problémem v teorii integralnich rovnic.

5.1 Fredholmovy integralni rovnice
Definice 5.1.1. Fredholmovou integraln{ rovnici pro funkci ¢ rozumime rovnici tvaru
¢ = AKp + f,
kde A € C, funkce f se obvykle nazyva prava strana a K je integralni operator se spojitym jadrem.

Tuto tlohu muzeme prepsat do ekvivalentni podoby (I — AK)¢ = f a hleddme feSeni bud
v L2(G) (pak f € L?(G)), nebo v C(G) (pak f € C(G)). Specidlné pro nulovou pravou stranu
dostavame tlohu na vlastni ¢isla operatoru K.

5.1.1 Degenerované jadro

Definice 5.1.2. f{ekneme, Ze integralni jadro J¢ (z,y) je degenerované, jestlize je separovatelné
v podobé konecné sumy, tj. existuje p € N tak, Ze je mozné jej zapsat ve tvaru 7 (z,y) =
>oF_ ui(@)v;(y), kde uj, v; € C(G).
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Pro takovyto pripad lze vsak integralni rovnici snadno vyresit. Totiz uhodneme okamzité struk-
turu feseni, kdyz si prepiseme Fredholmovu integralni rovnici pro degenerované jadro:

o(2) = XKop(a) + / Zug Jo(y)dy + f(z) =

“AY" (@) [ 0iwelu)dy + (o).
J=1 G_,_/
c; €C

Tedy vidime tvar hledaného feseni
P
p@) =AY uj(@)e; + f(a).
j=1

Nyni zbyvé urcit nezndmé koeficienty c;, které lze nalézt prostym zpétnym dosazenim do integrélni

rovnice. Tento postup je ekvivalentni (i co do vypoctu) prendsobenim nalezeného tvaru reseni

funkcemi v; a integraci pres prostor. Tak totiz z levé strany rovnice, z FeSeni, vyrobime opét

konstanty c;. Prava strana je pak sestavena jiz jen ze zadanych funkci a neznamych konstant c;.
Konkrétné mame feseni ve tvaru

—)\Zuj z)cj + f(z).

Pfendsobenim vyrazem v;(x) a zintegrovanim pies G podle x dostavdme

- ez =23 e | w@nenes [ w@seas.

pro vSechny indexy i. Kdyz oznac¢ime

Aiy = / up(x)vi(z)dz, by = / vi(z) f(z)dz,
G €l
tak vidime, Ze pro nezname konstanty ¢; mame nasledujici systém linearnich rovnic
c=Mc+b.

Oznacme feseni c¢*. Dosazenim do uhodnutého tvaru feseni ziskdme vysledny tvar feseni in-
tegralni rovnice:
=A E :“J + f(z).

Ctendr si snadno ovéri, ze se vskutku jednd o feseni ptivodni integralni rovnice.

5.1.2 Iterativni metody reseni

Narozdil od pfipadu, kdy lze integrélni rovnici snadno vytesit (v piipadé degenerovaného jadra),
je pro iterativn{ zpisob FeSeni nutné zajistit existenci a jednoznacnost feSeni (aby aproximace
konvergovala k TeSeni). Pro tyto tcely se ndm budou hodit nésledujic{ odhady. Dodejme snad jen,
7e prirozené nutnost existence jednoznacného reseni automaticky znemoznuje uzit aproximativni
metody pro Feseni tloh na vlastni ¢isla.

Véta 5.1.3. Integrédlni operdtor K se spojitym jadrem %2 zobrazuje:
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1. L*(G) — C(Q), jelikoz |Kfl|lc < MVV||f|2 pro viechny f € L*(G);
2. C(G) — C(G), jelikoz | K f|lc < MV||f|lc pro viechny f € C(G);
3. L*(G) — L3(Q), jelikoz | K f|l2 < MV f||2 pro viechny f € L*(G).

Diikaz. Dtkaz odhadi je primocary na zédkladé Schwarzovy nerovnosti ¢i odhadt pomoci suprém.

1.
1K Slle = waxg | | # (e sto )dy\<maxG ( | ydy) ( [ 76 dy> -
— ViPmaxg ( / 1dy)2 1fll = MV f]
Kl = maxg | [ %(:c,wf(y)dy\SmaxG [l < mvigie
G G
3.

de <

1K/ = /G K () da =

[ romm)fos
S/GKL |Ji/(x,y)|2dy)2(/Gf(y)|2dy)2] dr <

i 2 27,2 2
< [ (MVEfl2) " do = M2V2| £
G

O

Definice 5.1.4. Budte V,V; normované vektorové prostory. Zobrazeni (operator) B : V — V;
nazveme omezené (omezeny), jestlize existuje ¢ > 0 takové, Ze pro vSechna x € V plati, ze

Bzl < ]

Lze ukézat, Ze existuje nejmensi takovéto c a splnuje definici normy. Nazveme jej normou operatoru
B a znac¢ime || B||.

Je zlejmé, ze normu operatoru lze snadno urcit pomoci nejmensi horni zavory, tedy

||Bﬂf||1

Pozndmka. Nabizi se ndm timto jiny pohled na predchozi vétu. Napiiklad integralni operator K
na C(G) je omezeny a pro jeho normu plati ||K||¢ < MV.

Pozndmka. Sklddanim omezenych operdtoru ziskdme opét omezeny operdtor. Totiz |BCx| =
[B(Cx)[| < || Bl[[|Cx|| < IBI[IC]l|lz]| a tedy dokonce platf odhad | BC|| < [[B|C]|.

Véta 5.1.5. Budte (V.|| - |),(V4,]| - |l1) normované prostory a bud B : V. — Vi linedrni
operator. Pak nasledujici vyroky jsou ekvivalentni :

1. B je omezeny;
2. B je spojity;

3. B je spojity v bodé.
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Dikaz1l = 2
Bz — Bylli = [|B(z — y)l1 < [ Bllllz —yl|

Odtud jiz z omezenosti plyne spojitost.

2 = 3 Je zfejmé, Ze zobrazeni, které je spojité (tedy je spojité v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru), je spojité v bodé.

3 = 1 Bud B spojité bez ijmy na obecnosti v zg = 0 (z linearity bod mohu posunout). To znamena,

ze
Ve>035>0 ||z < 0= ||Bz|1 <e.

Volme ¢ = 1. Pak na okoli po¢dtku méame ||z|| < § = ||Bz|j;y < 1. Vezméme nyni libovolné
y € V., y # 0, které sikovné zmensime do dostate¢né malého okoli nuly, aby platila nerovnost
pro obraz pri zobrazeni B. Totiz

ol <= [? )
2V <5 |B(2-L
H 2yl 2yl

coz je ekvivalenti nerovnosti
0 1
2 [lyll

<1,
1

2
1Byl <1 1Byl < Syl

O

Pozndmka. Nabizi se ndm tedy jesté jiny pohled na vétu s odhady. Fredholmuv integralni operator
je omezeny a spojity (a linedrni) jakozto zobrazen{ L?(G) — C(G), C(G) — C(GQ), L*(G) — L*(G).

5.1.3 Metoda postupnych aproximaci na C(G)
Piedpokladejme, 7e f € C(G) a hledejme funkei ¢ € C(G), ktera bude Fesit ilohu
p(x) = NKp(x) + f(2). (5.1)

Jak nazev metody napovida, budeme se snazit najit feSeni iteraci. Definujme posloupnost reku-
rentnim vztahem

(100(3:) = f((E)7
Pri1(r) = AKepp () + f ().

Ziskavame posloupnost funkei g (z) € C(G), a tedy pokud se jedné o posloupnost stejnomérné
konvergentnich funkeci, tak limitni funkce je opét spojita, lze zaménit integral a posloupnost, a tedy
skutecné ziskdvame TeSeni integralni rovnice. V detailu je toto predmétem néasledujiciho tvrzeni.

(5.2)

G
Véta 5.1.6. Bud || < ﬁ Pak posloupnost ¢ = ¢, kde funkce ¢ je jedinym TeSenim rovnice
p(z) = AKp(z) + f().

Dikaz. Definiéni rekurentni vztah méa explicitni feseni

k
or=> NKIf+f,

=1

jak ovérime matematickou indukci. Pro £ = 0,1 je vztah dle definice vyse zfejmé splnén. Proto se
zaméime na prechod od k ke k + 1:

k k
Prr1 = K@+ f = XK | Y NKIf+f | +f=) NUKIMTfHAKf+f =
Jj=1 j=1
k+1 k+1
= NKIf+IKf+f=> NKIf+f
j=2 j=1

(6]



Pro ukézani stejnomérné konvergence funkéni posloupnosti ¢y, staéi ukazat, ze fada Z;;OT NKI f
konverguje stejnomérné. To ukazeme z Weierstrassovy véty srovnadnim s konvergentni ¢iselnou ma-
jorantou. Totiz rada j:OT MK f konverguje stejnomérné na G, pokud &selné fada ;r:f MK f|le
konverguje. Pro kazdy jednotlivy ¢len sumy plati odhad ze sklddéani omezenych operatori:

INKI flle = MK flle < AP IK llcl flle < AP IKIZ lle < IAMVE flle.

Jelikoz je || f||c konstanta, je mozné ji z fady vytknout a diky pfedpokladim je vyraz v zavorce
ostfe mensi nez jedna, tudiz fada (geometrickd) konverguje.
Jednoznacnost si ¢tendr snadno ukéze sporem. O

Pozndmka. Predpoklad véty na velikost parametru A ma ponékud hlubsi vyznam, jak naznac¢ime
nize.

Pozndmka. Z dikazu vyplynulo, Ze FeSen{ je limitou (stejnomérné konvergentnich) ¢asteénych
souctt

+oo

= i =) MK/ .

pla) = lim op(z) 2 f(x) + f(z)
J:

Pozdgji ukézeme, ze K7 je opét integralni operator s jadrem, které oznac¢ime % (z,y). VyuZzijme

nyni této znalosti a zkusme prepsat obdrzeny vyraz pomoci zdmény poradi integrace a nekonecné

sumy (korektnost ovérime pozdéji):

too too
S VK f(@) + f(@) =3V /G () f(y)dy + f(z) =

too oo
:AJZO” /G Hjr(,y) F)dy + Fla) = A /G SN A (wy) | F)dy + (@)

Jj=0

Vidime, Ze se nam povedlo jaksi invertovat puvodni problém, a sice pomoci integralniho operatoru,
ktery vychazi pouze z ptivodniho integralniho operatoru a je nezavisly na pravé strané f, na rozdil
od metody postupnych aproximaci.

Vyraz ijog N ;41 (z,y) nazgvdme rezolventa a oznatujeme jej % (z,y, \). Pomoci rezolventy
je pak mozné napsat funkci p(z) ve tvaru:

() = A /G R,y N f(y)dy + f ().

Tedy se zda rozumné prozkoumat vice toto alternativni zapsani (jednozna¢ného) reseni. Uéinime
tak v nasledujici sekci, kterd nese jméno metoda iterovanych jader, jelikoz je zalozena pravé na
jéadrech mocnin pavodniho integrdlniho operdtoru, tj. J;(z,y).

5.1.4 Metoda iterovanych jader

Zactnéme pozorovanim, ze sloZzenim integralnich operatori dostaneme opét integralni operétor.
Ziskdme tim i (rekurentni) vztah pro iterovand jadra.

Pozndmka. Budte K, L : C(G) — C(G) integrélni operatory se spojitymi jadry J (z,y), .2 (z,y).

Pak operator (K'L) je opét integralnim operatorem a KL : C(G) — C(G). Slozeny operétor ptsobi
na funkci f nasledovné:

(KLH@) = KLI)0) = [ #arsea = [ wen ([ 2enia)a-
= [s0) ([ @22z au
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Odtud ziskdvame nejen zaveér, ze KL je vskutku integralni operator, ale navic jeho jadro je
fG H(x,2) L (z,y)dz, coz je spojitd funkce. Odsud konetné plyne, Ze se opravdu jednd o zob-
razeni do spojitych funkeci.

Déle uzijeme-li tato pozorovani pro K7, ziskdme rekurentni vztah pro posloupnost iterovanych
jader:

Hale) = [ H @250z = [ A2 G

Pokud tedy vyjasnime moznost zamény v predeslych tpravach, dostaneme onu jinou moznost
vypoctu jednoznac¢ného feseni pomoci rezolventy. Shrime nyni metodu do véty.

Véta 5.1.7. Je-li |\| < 1, pak fada Z(z,y,\) = SN A1 (2, y) konverguje v C(G x G).
Radu #Z nazjvame resolventni jadro. Toto jadro je spojité na G x G x B o (0). Navic FeSeni ¢
rovnice ¢ = AKy + f je

o(x) = f(z) + A /G By, N Fy)dy.

Diikaz. Zbyva tedy pouze ukazat, ze Z je stejnomérné konvergentni. Pak je mozné v postupu
provést zaménu a tim je tvrzeni dokdzano. K vysSetfeni stejnomérné konvergence opét pouzijeme
Weierstrassovu vétu srovnévajici vysetfovanou fadu s ¢iselnou fadou, jejiz soudet vypocteme. Bud
proto x,y € G libovolna. Pak

o)l = | [ #0085 (0)0e] < MVmaxg 1% 0]

Jelikoz jsme ziskali ve skutecnosti stejnomérny odhad, mame
[Hprille < MV ||l

tedy pokud odhadneme prvni ¢len, ziskdme odhad na vsechny ¢leny argumentu ¢iselné rady. Pro
prvni ¢len plati
(2, y)| < [ A (2,9)] = [l = M,

a tedy
1Al < MPVPTL

Jelikoz pro kazdy ¢len fady plati odhad [N Jfq1(z,y)| < ||\ Apal],, tak D[N S|, Je
Ciselnou majorantou Z. Navic pro ni plati

400 . +o00 - . M
+1 —
];H/\ Koy | < kzzow MMHIVE = Sy < oo

Tedy nalezli jme ¢iselnou majorantu k Z(x,y, ) pro libovolné z,y z uvazovaného definiéniho

oboru. Ze stejnomérné konvergence na omezené mnoziné plyne zaména v Lebesgueové integralu.
O

5.2 Volterrovy integralni rovnice

vvvvvv

Definice 5.2.1. Bud G = (0,a), kde a > 0. Pak Volterrovou integralni rovnici nazyvime
rovnici tvaru

o) =2 [ " (@ y)ely)dy + f() = XK+ f.
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Jak je patrné, metoda degenerovaného jadra zde neumoznuje uhodnout strukturu reseni. Jsme
nuceni tedy pro jeji feSeni uzit pouze iterativnich metod, kde vsak, jak ukazeme, bude k dispozici
diky zavislosti v horni mezi lepsi odhad a tedy vétsi okruh platnosti metod.

Nejprve vsak rozmysleme souvislost s Fredhlomovymi integralnimi rovnicemi. Totiz rozsirenim
integralniho jadra nulou na patfi¢ném trojihelniku lze Volterrovu integralni rovnici prevést na
Fredholmovu:

MK+ f =\ [ Fa)olw) + Fle) = Ky + .
kde doplnéné jadro je definovano jako

7 ( — ‘%/(:L'vy)a pro0 <y <z <a,
H(x,y) = { 0 jinak.

a tedy K je Fredholmuv integralni operator.

Lze nahlédnout, ze Volterrovo integralni jadro piisobi nenulové na mnoziné, kterou je v R?
pravouhly rovnoramenny trojihelnik, ktery ma jednu z odvésen na x-ové ose. Volterruv integralni
operator je tak specidlnim pripadem Fredholmova integralniho operatoru, jehoz jadro vSak nemusi
(typicky neni) byt spojité. Nejednd se tedy o specidlni pfipad pfedchozi kapitoly.

5.2.1 Iterativni metody

Nejprve si pripravime rekurentni vztah pro iterovana jadra a odhad pro normu mocniny operatoru.
Platnost metod pak jiz bude trivialni.
Pro iterovand jadra muzeme pouzit vztahu ziskaného pro jadra Fredholmovych operatori:

Finrlo) = [ A Az = [ w2 il

kde jsme vyuzili toho, Ze jadro £ (x, z) je nenulové pouze pro 0 < z < x < a a naopak #x(z,y)
je nenulové pro 0 < y < z < a. Zaroven vsak je vysledek nenulovy pouze v piipadé, ze y < z (in-
tegral je nulovy, neméni pouze znaménko), a tedy vidime, ze skldddnim Volterrovych integralnich
operatori vznikd opét Volterruv integralni operator, ktery je nenulovy jen na trojihelniku 0 <
y < x < a. Déle jeho nenulové hodnoty jsou ddny hodnotami %511 (x,y) = f; H(x,2) K0 (2, y)dz.

Lemma 5.2.2. Bud K Volterrtiv integralni operator. Pak pro vSechna p € Ny a pro vsechna
x € [0, a] plati
(Mz)

Il

(K o(z)] <

Drikaz. Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci. Pro p = 0 zjevné plati. Pro p = 1 plati:

Kp(z)| = \ / x%(m)w(y)dy\ </ "1 @ ) llew)ldy < Mallgle.

Nyni provedeme indukéni krok p — p + 1:
(Mx)p-i-l
(p+ 1)

(My)P
|

llle-
p

K p(2)] = [K(KPe(z))| < /Ox | (z, )| KPp(y)|dy < /OxM lellcdy =

O
Piimym disledkem je pak stejnomérny odhad

(Ma)”
!

IKPollc <

Ielle

Kdyz si vsak pripomeneme dikaz konvergence metody postupnych aproximaci, tak klicovym
krokem bylo ukazat stejnomérnou konvergenci aproximativni posloupnosti tvorenou ¢astecnymi
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soucty @ = Z?:o N;K7f + f. Ta vSak nyni plyne z odhadu dokonce pro libovolné hodnoty A,
jelikoz
(Ma)?

MK flle < WPl flle ==

a tedy v souctu dostdvame konvergujici é¢iselnou fadu pro libovolné A (exponenciela).
Podobné také u metody postupnych aproximaci bylo tfeba zndt odhad [|[KPp||¢ kvili nalezeni
integrabilni majoranty. Opét fada bude konvergovat pro libovolné \.

Véta 5.2.3. Volterrova integralni rovnice ¢(z) = A [ ¢ (x,y)¢(y)dy + f(z) mé pro vSechna
A € C a pro vSechny spojité funkce f € C([0, a]) pravé jedno Feseni ¢(z) € C([0, al).

5.3 Spektrum, ortonormalni baze a vlastnosti integralnich
operatoru

V této sekci rozvineme jiz diive lehce zminény pojem ortonormalni baze v nekonefné rozmérném
prostoru a uvedeme si nékolik kvalitativnich vlastnosti integrélnich operdtortu (na zikladé prevzanych
poznatku z funkciondlni analyzy). Tato pozorovani, jak uvidime v posledni kapitole, nejen zkou-
maji integralni operdtory, ale umozni ndm i vhled do t¥idy eliptickych parcidlnich diferencialnich
rovnic, kde ukézeme, Ze jisty inverzni operator k diferenciadlnimu bude integralni operator danych
potfebnych vlastnosti. Timto propojenim budeme schopni snadno sestrojovat explicitni ptiklady
ortonormalnich baz{ ve funkénfm prostoru L?(G) véetné zndmych rozvoji do Fourierovych fad.

Zactneme definici pojmu spektrum operatoru nasledovany definici ortonormalni baze. Vzdy
si nejprve pripomeneme kone¢nérozmérny pripad, ktery divérné zname z predchozich ro¢nika a
uvidime tak souvislosti a rozdily proti kone¢né dimenzi.

Méjme linearni operator T : X — X na Banachové prostoru. Zkoumejme feSitelnost rovnice

(T-X)z=y (5.3)

v zavislosti na A € C a y € X. Resitelnost je samoziejmé uzce spjata s pojmem spektra.
Pfipometime, Ze z linedrni algebry (tj. pro X konetné dimenzionaln{) vime, Ze spektrum operatoru
T je mnozina

o(T)={ eC:Ixe X, #0, To = Az}.

Rovnéz vime, ze

A€ o(T) < det(T — M) =0,

¢imz se oddélil problém feSitelnosti od samotného feSeni.

Jelikoz na prostorech koneéné dimenze jsou pojmy regularita, prostota a surjektivita ekvi-
valentni, tak muzeme TeSitelnost a spektrum dale ekvivalentné preformulovavat, jak si nyni na-
znacime.

Je-li y = 0, m& rovnice (5.3) feSeni, pravé kdyZz A € o(T'). Naopak jestlize je y # 0, operédtor
(T — XI) je bijekei, pravé kdyz A ¢ o(T). Odtud mame moznost jiné definice spektra:

o(T) = C\ o(T),

kde o(T) = {A € C: (T — A\I)~! existuje a je omezeny }.
Na prostorech nekone¢né dimenze vSak tato vyjadieni ekvivalentnimi nejsou. Ukazuje se, zZe
vhodnéjsi definice spektra je ta posledni varianta.

Definice 5.3.1. Spektrem operatoru 7 : X — X (X je Banachiv prostor) rozumime

a(T) = C\ o(T),

kde o(T) = {A € C: (T — X\I)~" existuje a je omezeny} a o(T) nazfvédme rezolventni mnozina.
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Spektrum je doplnkem, tedy existence omezeného inverzniho operatoru nenastava. Spektrum
dale délime podle diivodil, pro¢ operator (T — AI)~! neexistuje. Méjme tedy \ € o(T). Pak

1. (T — M) nenf prosté, a tedy k nému neexistuje inverzni operdtor. Mnozinu téchto ¢&isel
nazyvame bodové spektrum a oznacujeme o, (T).

2. Inverzni operator existuje, ale neni surjektivni. Jestlize je
Ran(T — AI) = X, pak fikdme, Ze X lezi ve spojitém spektru, tj. A € o.(T);
Ran(T — M) # X, pak fikdme, Ze A lezi v rezidudlnim spektru, tj. A € o,.(T).
Odtud tedy plyne, ze spektrum je mozné zapsat jako sjednoceni bodového, spojitého a re-

zidualntho spektra, tj.
oc=o0,Uo.Uao,.

Studiem spektra se zabyva kurz funkcionalni analyzy.

Definice 5.3.2. Ry(\) = (T — M\)™! se nazyvd rezolventni funkci operatoru 7. Omezené
operatory Rp(\) nazyvame rezolventou operatoru v A.

Zamérme se nyni na souvislost s integralnimi rovnicemi. Zavedeny nazev rezolventa v in-
tegralnich rovnicich odpovida obdobnému pojmu zde v definici spektra. Mizeme téz jinak nahlédnout
na roli parametru A v integralnich rovnicich:

o= \Kp+ f & (K—il)wzfz—if,
a tedy nemé smysl hledat feseni pro % € o(K). Podobné pak pro f = 0 existuje (nekonecné
mnoho) feeni pouze pro ; € o(K).
Nyni u¢inime pozorovani o souvislosti lokalizaci spektra a normy omezeného operatoru, které
nam umozni opét jiny pohled na omezujici podminku na parametr A v iterativnich metodach
feseni integralnich rovnic.

Lemma 5.3.3. Je-li B omezeny operitor a ||[I — B|| < 1, pak existuje B~! omezeny operétor.

Diikaz. Dtkaz bude prekvapivé konstruktivni. Z faktu, ze ||[I — BJ| < 1, plyne, Ze posloupnost
[ — B||™ konverguje k nule. Odtud vidime z odhadu

Y u-By|< > |U-B),
Jj=m+1 j=m+1

7e Castetné soucty Sy = Z;LO(I — B)J jsou Cauchyovské posloupnosti. JelikoZ je prostor ome-
zenych operdtoru na Banachové prostoru opét Banachuv (FA), existuje limita posloupnosti Sy v
omezenych operatorech. Oznac¢me ji limg_, 4o Sk = S. Déle plati, ze

BS, =SB = Sk — Sk41+ 1
4 lim
BS=SB = I
Tedy S = B~ O
Véta 5.3.4. Bud T omezeny operator , pak o(T") C B (0).

Diikaz. Volme X takové, ze |A| > ||T||. Budeme chtit ukdzat, ze p¥i této volné jiz A lezi v rezolventni
mnoziné o(7T'). Proto definujme operator A jako:

1
A_I_XT
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Tento operator je omezeny, jelikoz linearni kombinace omezenych operatori je omezeny operator.
Dale z konstrukee ||I — A|| < 1, a tedy dle pfedchoziho lemmatu existuje A~ omezeny operator.
Nyni zkoumejme operator z definice rezolventni mnoziny.

—-1 _ -1 o1 1,
(T-A) =N D) =34

Odsud jiz mame X € o(T). O

Pozndmka. Pro integralni operator K : C(G) — C(G) jsme ukézali, Ze je omezeny a navic ||K|l¢c <
MV. Tedy jelikoZz hledat Feseni integralni rovnice dava smysl jen pro % € o(K) z rezolventni
mnoziny, vidime, ze podminka A < 1/(MV') zarucuje pravé tuto skutecnost.

Déle pro f = 0 existuje FeSeni jen pro % € o0(K), a tedy aproximativni metody nemohou

fungovat, jelikoz resenich existuje nekokneéné mnoho.

Z funkciondlni analyzy prevezméme nyni dvé pozorovani o vlastnostech integralnich operatori.

Véta 5.3.5. Integralni operator K : C(G) — C(G) se spojitym jadrem (je kompaktni, a tedy)!
m4 ¢isté bodové spektrum kromé 0, tj. o = o0y, vSechny vlastni hodnoty maji kone¢nou ndsobnost
a nemaji nenulovy hromadny bod.

Véta 5.3.6 (Hilbert-Schmidtova véta). Bud K : L%(G) — L?(G) integralni operédtor se spojitym
jaddrem J# (z,vy), které navic spliiuje & (z,y) = % (y,x) (operator je samosdruzeny). Pak K m4
Cisté bodové spektrum kromé 0 a z vlastnich funkci operatoru K lze sestavit ortonormalni bazi.

Nakonec si vyjasnéme, co znamend pojem ortonormélni (ortogonalnf) bdze v L?(G). Jedn4 se
opét o prirozené rozsifeni klasické definice baze a pojmu ortogonélni, resp. ortonormélni, mnozina
z linedrni algebry.

Piedné je vhodné si uvédomit, ze vskutku L?(G) je prostorem nekoneéné dimenze (jak lze
nahlédnout z Fourierovych fad ¢i ovérenim ortogonality, a tedy linearni nezavislosti

{1,sin (27;7rz> , COS <2;m9:) ‘n e N} ,

Definice 5.3.7. O mnoziné M fekneme, Ze je ortonormdlni (ON), resp. ortogondlni (OG), bazi
Hilbertova prostoru H, jestlize

v L2(0,1).

1. M je ortonormalni, resp. ortogonalni, mnozina;

2. My;n, = H, tj. mnozina vSech linedrnich kombinaci prvkt z M je hustd v prostoru H (takovato
M se téz nazyvé totalni mnoZina).

Véta 5.3.8. Nasledujici vyroky o mnoziné OG mnoziné M C H jsou ekvivalentni:
1. Mnozina M je OG bazi v H;
2. M+ ={0};
3. M je maximalni OG mnozina v H, tj. neni vlastni podmnozinou jiné OG mnoziny;

4. Vo € H plati © = Y 7 BaMa Pro Ba z télesa (tj. R nebo C) a m, € M. T je indexovd
mnozina, ktera je obecné nespocetna, ale dilezité funkéni prostory jsou typicky tzv. separa-
bilni, tj. existuje nejvyse spocetnad ortonormélni baze.

Uved'me nékteré piiklady ortogonalnich bazi na prostoru funkci lebegueovsky integrovatelnych
s kvadratem.

nformace v zavorkich tu jsou &isté pro tplnost a pro zdjemce o funkciondlni analyzu kvili souvislostem a,
provéazanosti.
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1

. Pro G = (—m,m) je to napiiklad {1,sin (nz),cos(nz):n € N} uzivané ve Fourierovych
radéch.

. Ortogondlni polynomy (resp. ON polynomy pfi pouziti Gramm-Schmidtova ON procesu)
Z aproximativnich vét (jmenovité Stone-Weierstrassovy véty ¢i obvyklé aproximace spojité
funkce polynomem a z diivejsi znalosti, Ze libovolnou funkci z LP lze aproximovat hladkou
funkef) plyne, 7ze kazdou funkci z L?(a, b) je mozné libovolné piesné aproximovat polynomem.
Odtud plyne, ze

{zl e No}

je totalnf mnozina v L?((a,b)). Z tohoto souboru pak miizeme pomoci Gramm-Schmidtova
ON procesu ziskat ruznou volbou skaldrniho sou¢inu nasledujici ON polynomy:
1
na L?((0,1)) se skalarnfm sou¢inem (u,v) = / u(z)v(x)dz davaji tzv. Lagrangeovy
0
polynomy
+oo
na L%((0,+00)) se skaldrnim souéinem (u,v) = / u(x)v(x)e Pdx davaji tzv. La-
0

guerrovy polynomy

Hermitovy polynomy etc.

Pozndmka. Obecné je mozné ortogonalni polynomy vyjadrit ¢tyfmi zpusoby:

1

2.

3
4

. Gramm-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem;
rekurentni formuli;
. diferencidlni rovnicf;

. Rodriguezovou formuli.

Pozndmka. Zavérem poznamenejme, ze integralni operatory se spojitym symetrickym jadrem
maji ONB z vlastnich funkei v L?(G) s nekoneénou dimenzi. Z vySe uvedenych vét viak plyne,
ze ono vynechavané vlastni ¢islo 0 musi mit nekone¢nou nésobnost, tj. pfislusi mu nekonecéné
mnoho nezavislych vlastnich funkci, které ale neumime nalézt pomoci nastinénych metod reseni
integralnich rovnic.
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Kapitola 6

Eliptické diferencialni rovnice a
operatory, Sturm-Liouvilleova
teorie

Vratme se jesté k eliptickym diferencidlnim rovnicim. Tento typ tloh se vyskytuje Casto ve fy-
zikalnich modelech. Navic diky konceptu ortonormalni baze u eliptickych operatoru lze pomoci
téchto poznatkt fesit i Casové zavislé parabolické rovnice. Skuteéné, uvazime-li stacionarni problém
rovnice vedeni tepla, dostavame elipticky problém. Ortonormélni baze tohoto prostorového dife-
rencialniho operatoru nam nasledné umozni resit i casové zavislou tlohu prevodem do nekoneéného
systému obycejnych diferencialnich rovnic.

Definice 6.0.1. Bud G C R"™ omezend, oteviend mnozina. Necht je ddle G po éastech z C!.

Bud'te dale p € C}(G), ¢ € C(G) takové funkce, Ze p(z) > 0 a q(x) > 0 pro vSechna x € G. Pak

Lf(x) = —div(p(z) gradf(z)) + q(z) f(z) = g(x)

nazyvame Sturm-Liovilleovou tlohou s okrajovymi podminkami (Robinovymi): Existuji funkce
a(z), B(x) takové, ze a >0, B >0 a a+ > 0 takové, ze

of

%:0 na 0G,

a(x) f(z) + 5(x)
kde 7 znaci jednotkovy vektor smétujici ve sméru vnéjsi normaly.

Pozndmka. Robinovy okrajové podminky obsahuji jako specidlni pripady dvé velmi ¢asto uvazované
okrajové podminky. Pti volbé

« = 0 mé podminka tvar % =0 na OG a nazyva se homogenni Neumannova okrajovd podminka.
B =0 mé podminka tvar f(z) =0 na 0G a nazyva se Dirichletova okrajovd podmika.

Pozndmka. Mohlo by se zdat, ze se jedna o velmi specialni ptripad eliptické rovnice, kdy koeficienty
u nejvyssich a prvnich derivaci jsou velmi tizce svazany. Neni to vsak tplné pravda. Ukazte si,
ze v jedné dimenzi lze dokonce kazdou linedrni diferencidlni rovnici druhého fadu prevést do
Sturm-Liouvilleovy formy.

(Tento tvar mé totiz zdsadn{ vyhodu - odpovidd samosdruzenému operdtoru vuéi standardnimu
skalarnimu souéinu v L?(G) pro funkce spliiujici uvazované okrajové podminky, jak uvidime nize.)

Kromé hledéni feseni Sturm-Liouvilleovy tlohy se budeme vénovat i vlastnostem Sturm-Liouvilleova

operatoru L. Odtud totiz budou plynout ony zdsadni pozorovani o spektru a ortonormélni bazi.
Vlastnosti operatoru L se vSak odviji nejen od jeho bodového piisobeni popsaného vyse, ale i od
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jeho uvaZzovaného definié¢niho oboru (podobné, jako je tomu u funkcei, ale zde je to zcela zdsadni).
Pro nase icely budeme uvazovat za defini¢ni obor operatoru L mnozinu

Dom(L) = {f € C*(G)NC(G) : Lf € L*(G) a spliiujf okrajové podminky} .

Podotknéme, Ze pti zméné definiéniho oboru (napf. pii uvazovani periodickych okrajovych podminek)
jiz nemusi nize ukazané vlastnosti operatoru L platit.

6.1 Vlastnosti L

Nejprve si upravme integral, ktery se bude opakované vyskytovat v nasledujicich ivahdch. Méjme
u € Dom(L), v € C(G). Pak

/ v(z)Lu(z)dx = / v(z) (— div(p(z) gradu(z)) + ¢(z)u(z)) dz = —/ v(z) (div(p(z) gradu(z)) — g(z)u(x)) dx
G G

G

= —/ div(v(z)p(x) gradu(x))dz + / (p(z) gradv(x) gradu(z) + v(z)g(x)u(z))dx =
G a

= —/ v(x)p(z) gradu(z) - 7dS + / (p(x) gradv(z) gradu(z) + v(z)g(x)u(x))dz.
oG —_— G

du(x)
on

Pri apravach jsme vyuzili
div(v(z)p(x) gradu(x)) = p(x) gradv(z) gradu(z) + v(z) div(p(z) gradu(z)).
Véta 6.1.1 (Vlastnosti S-L operdtoru). Bud L operdtor z definice vyse. Pak plati:
1. L je symetricky operator, tj. Yu,v € Dom(L) plati (u, Lv) = (Lu,v);
2. L je pozitivni operdtor, tj. Vu € Dom(L) plati {u, Lu) > 0 ;

3. L je prosty (kerL = 0) ¢i pouze konstantni funkce zobrazi L na nulu (ker(L) = {konst. fce}).
Navic druhd moznost nastava prave tehdy, kdyz o =0 a ¢ = 0.

4. vSechny vlastni hodnoty operdtoru L jsou nezdporné, tj. o,(L) C RT;
5. vlastni funkce prislusné riznym vlastnim hodnotam jsou na sebe kolmé;
6. vlastni funkce lze volit redlné.

Diikaz. 1. Pfipomefime si, Ze skalarni sou¢in na L*(G) je (f,9) = [, fga Lf = Lf, jelikoz
operator L ma realné koeficienty.

Pro symetrii chceme ukézat, ze nasledujici rozdil je roven nule:

(u, Lv) — (Lu,v) = /G’L_LL’U — (Lu)v dz = /GﬂLv — (Lu)v dx =

= —/ P <ual_}, — v&_l,) ds + / [p gradu gradv 4+ wvg — (p gradv gradu 4 vug)] dz =
aG (971 8” G

_ov ou
/M;p<uaﬁv8ﬁ> ds.

Tento posledni vyraz je roven nule, jak ukdzeme z okrajovych podminek. Vime ot + 5 % =
0,na 9G, av + ﬂ% = 0,na 0G, coz lze vSak prepsat maticové jako:

(v 8)(5)-(3)
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Jelikoz vsak a + 8 > 0 v kazdém bodé hranice, tak vime, Zze matice soustavy musi byt
singularni, tj.

_Ov ou

U— —v—= =0.
Tedy vskutku operdtor je symetricky.

. Nyn{ mdme ukdzat, Ze (u, Lu) > 0. Postupujeme obdobné:

(u, Lu) = / uLudx = —/ ﬂpa—l_{dS +/ p gradu gradu + uugdx =
el oc  On el

= —/ ﬂpa—gds—i—
oG 87’L

Integrandy v objemovém integralu jsou oba nezdporné diky vlastnostem funkci p, q.

2
—| +qlul*dz.

Prvni integrand je nezdporny kvuli okrajovym podminkam, jak nyni ukdzeme. Mohou nastat
t1i situace. Uvazme nejprve body z hranice, kde plati Neumannova podminka, tj. x¢ takové,
Ze a(xg) = 0 a B(xg) > 0, kdy podminka prechdzi na tvar g—“(xo) = 0. Vidime tedy, ze v
castech hranice, které odpovidaji Neumannové okrajové podmince, hrani¢ni integral mizi.
Stejné lze ukazat, ze v bodech hranice, kde plati Dirichletova okrajova podminka, hraniéni
integral mizi.

Konecné oznatme I' = {z € 0G : a(z) # 0 A B(z) # 0}. V takovychto bodech hranice vak
plati linedrni vztah mezi hodnotami funkce a jeji normalovou derivaci. Totiz Vx € T" plati

8 ou

au—l—ﬁg —O©u——aa—n.

Dosazenim do hrani¢niho integralu mame

>0.

ou B 0u Ou B 01 Ou é
a 8"

—PUms =Pp— S S =P~ 7S5 =

o Paonon Paonon

. Poznatky z dokazovani pozitivity lze snadno vyuzit k nalezeni funkci z jadra. Uvazme tedy
u € kerL. Pak z pozitivity vime

Oz(u,Lu}z/a a—dS’—i—/

pricemz vime, ze vSechny cleny jsou nezaporné. Tedy aby nastala rovnost nule, musi byt
vSechny ¢leny najednou rovny nule. Z nulovosti druhého integralu ihned dostavame, ze u
musi byt konstantni funkce ve vSech proménnych. Odsud vSak z posledniho integralu plyne,
ze zaroven nutné ¢ = 0. Nakonec z konstantnosti funkce u plyne, ze normalova derivace je
nulova, a tedy okrajova podminka prechdzi na au = 0 na hranici. Jelikoz vSak u je nenulova,
tak vidime, ze nutné o = 0, tj. muselo se jednat o Neumannovu okrajovou podminku.

H + glull?ds,

. Bud’ X vlastni hodnota operdtoru L, tj. Lu = Au pro jisté u € Dom(L). Pak
(u, Lu) > 0= (u, \u) > 0= Au,u) >0< A >0.
Posledni nerovnost plyne z pozitivity skalarniho soucinu.
. Bud'te A, p rfizné vlastni hodnoty operatoru L a u, v k nim piisluiné vlastni vektory. Potom
(u, Lvy = (u, pv) A {(Lu,v) = (du, v).
Jelikoz je ale operator L symetricky, plati (u, Lv) = (Lu,v), a tedy

(u, pv) = (Au,v) = plu,v) = Mu,v) < (@ — A)(u,v) =0 < (u,v) =0.
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6. Predpokliadejme, Ze Lu = Au. Pak pomoci komplexniho sdruZeni ziskdme Lu = Au = M,
tedy A, u téz tvori vlastni par. Odtud vime, ze i soucet u, u je vlastnim vektorem prislusejicim

k A. Pak ale staci volit jako redlnou funkci u + u.
O

6.2 Sturm-Liouvilleova tloha pro 1 dimenzi

Nyni konstruktivné vyresime obecnou obycejnou diferencialni rovnici druhého radu. Nejen, ze
ziskame znalost feSeni, ale diky predchozim poznatktim o integralnich operdatorech budeme moci
uéinit pozorovani o spektru a ortonormaélni bazi z vlastnich vektort Sturm-Liouvilleova operatoru.
Novym klicovym pojmem bude Greenova funkce, kterd, jak ukazeme, je tizce spojend s pojmem
fundamentalniho feSeni z teorie zobecnénych funkci. Nalezneme jeji vlastnosti, které ji charakte-
rizuji a tuto kapitolu zakon¢ime poznamkou o hledani Greenovych funkcich ve vyssich dimenzich.

Pro dpnost Sturm-Liouvilleova tiloha m4 v jedné dimenzi tvar: Bud G = (0,1), | > 0 s hranici
0G = {0,1}. Bud ddle p> 0, p € C*([0,1]) aq >0, g€ C([0,1]).

L) = = (o) o)) + a(oute) = 10

s okrajovou podminkou pro dva body na hranici: Budte ag,aq, Bo, 1 > 0 tak, Ze ag + B0 > 0 a
ap + Bl > 0) pak
aou(0) — Bou’ (0) = 01

aju(l) + pru/ (1) = 0.

Defini¢ni obor zustava a predpoklddejme nejprve, ze operator je prosty, tj. neni pravda, Ze ¢(x) =
OVSL’EG/\OZ():leo.
Spocitame nyni feSeni tlohy Lu = f. Budeme postupovat v nékolika krocich:

1. Nalezneme dvé jednostranna reseni, presnéji nalezneme dvojici nenulovych funkci vy, v1,
ktera tesi tlohu Lvy = 0 = Lwv; a splnuji pravé jednu z okrajovych podminek, kazda jinou.
Necht tedy vy splituje levou hraniéni podminku, tj.

()401)0(0) — 60'06(0) = 0,
a v1 spliuje pravou hrani¢ni podminku, tj.
041’01(1) + Bl'l)ll(l) =0.
2. Hledejme obecné feseni Lu = f pomoci variace konstant:
u(z) = Co(@)vo(z) + C1(z)v1(2)
Pak po dosazeni do Sturm-Liouvilleova operatoru ziskdvame
Lu = — (p()/(x)) + q(z)u(x) = — [p(Chvo + Cov) + Cior + C104)] + q(Covo + Crvz) =
= —p(Cgvo) —p(Cyvo)' —p(Covg) —p' (Covg) —p' (C1v1)—p(Cro1) —p(Crvy) —p' (C1v1)+9Covo+qCrv1 =
= Co [~(pvg)" + quo] —pCoug+Ci [=(pv})' + qui] —pClvy—p' (Covy) —p(Cove)' —p' (Crv1)—p(Clur) =
—_— —_—
Lvo=0 Lvi=0
= [p (G + Ciun))' = p (Che + Ciof) = f,

kde upravy provadime usporné tak, abychom vyuzili toho, Ze vy, v1 jsou Fesenim homogenni
rovnice. Stejné jako v metodé variace konstant muzeme nalozit na nezndmé funkce Cy, Cy
dodatecné podminky. Ukazuje se, ze vhodna zjednodusujici podminka je

C(/)’Uo + Ci’Ul =0,

IP¥ed derivaci je vskutku znaménko minus, jelikoz norméalové derivace je proti sméru klasické derivace.

86



a tedy pro splnéni rovnosti Lu = f staci, aby

%%+q¢:_§

Tuto soustavu lze maticové formulovat jako:

<Zg Z;)(@?)-(_Oi) (6.1)

Matice soustavy je Wronského matice funkci vg,v1, ozn. W(vg,v1). Jestlize ukdzeme, Ze
wronskidn ¥ je nenulovy, tj. det W(vg,v1) # 0 pro vSechna z € [0,1], tak vime, Ze funkce
Vg, v1 jsou linearné nezavisld feSeni homogenniho problému. Nésledné je tedy mozné tuto
soustavu vytesit, tj. najit funkce Cy a C7, ¢imz se ex post zduivodnuje vhodnost dodatecné
zjednodusujici podminky na funkce Cy, Cy.

. Sporem ukézeme, ze # = 29 :j,l ‘ = vov] — 110 # 0 pro viechna z € [0,[]. Pro spor
o U1
predpoklddejme, ze existuje bod zy € [0,] takovy, ze # (x9) = 0. To ale znamend, Ze

Wronského matice ma linedrné zavislé sloupce v zy. Tedy existuje A € C tak, ze

’UQ(JU()) —\ Ul(xo)

vp(o) vi (o)
Kdyz pak ozna¢ime rozdil o(z) = vo(x) — vy (z), tak z linearity operdtoru L plyne, Ze
Lt = 0 a zéroveli z nulovosti determinantu plyne 9(zg) = 0 a ¥'(z0) = 0. Z jednoznaénosti
feseni ale dostavame, ze ¥ musi byt nulova funkce, tedy vo(x) = Avi(z) na (0,1). To vSak

znamend, ze vg splituje i pravou okrajovou podminku, a tedy vg € ker(L) = {0}, coZ je spor
s predpokladem prostoty operatoru.

. Jesté ukdzeme, ze p(x)# (x) je konstantni. Toto ovéfime piimym vypoctem:

7)) = (p(vov} — v1v())" = vopu + vo (pv1)’ —vipvg — v1 (pg)’ = quovs — quivg =0
S~—— N~

qu1 quo
. Nalezneme funkce Cy, C'; pomoci ,,invertovani“ rovnice 6.1

(&)= (5% W )% ) ()
cr ) 7\ —vw v —% S p# \ —fvo )

Timto jsme identifikovali dvojici obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu, které urcuji funkce
CO, 01:

1
C, = — 6.2
0 pW Ulf ( )
1

C! = ——uf. 6.3

1 pW Of ( )

Jesté tedy potfebujeme nalézt jednu podminku pro kazdou funkci Cy, C7, abychom ziskali
reseni. Hledame Teseni ve tvaru u = Cyvg+C1v1 jez rovnéz musi spliiovat okrajové podminky.

Vyuzitim toho, Ze vy spliiuje levou okrajovou podminku a vztaht pro prvni derivace funkci
Co,C; 6.2 a 6.3 dostavame:

0 = apu(0) — Bou’(0) =
= ao (Co(0)vo(0) + C1(0)v1(0))—FBo (C5(0)vo(0) + Co(0)vh(0) + C1(0)v1(0) + C1(0)v1(0)) =

— a0C (00 (0) — Bovo(O)ivl(O)f(O) 4 6ov1(0)ivo(0)f(0) ~ BoC(0)0}(0) =
— aou1(0) — o} (0)] €1 (0).
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Jelikoz vsak vyraz v zavorce je nenulovy (v; nemuZe spliiovat i levou okrajovou podminku),
tak musi C1(0) = 0. Obdobnou tvahou bychom z pravé okrajové podminky ziskali

Co(l) = 0.

Nyni jiz prostou integraci 6.2 a 6.3 ziskame hledané funkce:

Co() — Co(l) = /l ) ),
a tedy
1 l
Co(z) = v v (y) f(y)dy

Pro funkci C; dostavame

a tedy

Konkrétn{ tvar feseni u(x) mé tedy podobu:
l T l
u(w) =~ lw)(x) | vy u@ [ vo(y)f(y)dy] 2 [ g rwa

Definice 6.2.1. Zavedenim tzv. Greenovy funkce

1 {UO(x)Ul(y), pro 0 <z <y<lI,

g(m):—W vo(y)vi(z), pro0<y<az <l ’

jsme tedy byli schopni nalézt explicitni tvar reseni diferencialniho problému Lu = f.

Ziskali jsme vSak mnohem vice, nez jen reseni. Totiz ukazali jsme, Ze FeSeni ulohy Lu = f ma
tvar

l
= /O (2.9)f(y)dy = CF,

kde G je integralni operator, jehoz jadrem je Greenova funkce.

Odsud vsak téz plyne, Ze G je inverznim operatorem k L, jak se lze presvédéit vypoctem (viele
doporucuji): pro f € C[0,1] vime z predchozi kapitoly, ze Gf € Dom(L) (opét presvédcte se) a
plati LGf = f identita?.

Navic Greenova funkce je spojita, nebot vy (x), vo(z) jsou feSenimi diferencidlni rovnice a pro
y = x jsou si funkéni hodnoty rovny. Tedy ¥ € C(G x G). Déle Greenova funkce je symetricka,
a tedy ze studia integralnich rovnic vime, Ze operdtor G = L~! m4 ¢isté bodové spektrum bez
nenulovych hromadnych bodil a jeho vlastni funkce tvoif ON bézi v L2(G). Jelikoz spektrum je
¢isté bodové, tak vime z linedrni algebry, ze L ma stejné vlastni funkce a odpovidaji prevracenym
vlastnim ¢islum. Tedy

Véta 6.2.2 (Vlastnosti S-L operatoru II). Pro Sturm-Liouvilleiv operator v jedné dimenzi plati:
7. Vlastni ¢isla L maji kone¢né nasobnosti a nemaji konec¢ny hromadny bod.

8. Z vlastnich funkei L lze sestavit ON bézi prostoru L? ((0,1)).

2Zkuste promyslet i ukazani levé inverze.

88



Pozndmka. Veskeré tvahy byly zatim vedeny za predpokladu prostoty operatoru L, tj. pro nulové
jadro. Jestlize je jaddro operatoru nenulové, tj. je tvoreno konstantnimi funkcemi, miazeme operator
snadno prevést na predchozi pripad. Totiz stac¢i k operatoru ,, ptic¢ist* jednicku, spektrum nového
operatoru se pouze posune o jednotku, zatimco vlastni funkce ztstavaji beze zmény.

Véta 6.2.3 (Vlastnosti Greenovy funkce). 1. ¥(z,y) je spojitd funkce na [0,!] x [0, ];
2. Pro vSechna z,y plati 4 (z,y) = 9 (y, x);

3. Bud y € (0,1) pevné. Oznalme g,(z) = 4 (z,y). Pak
[3a] g, () splituje obé hrani¢ni podminky;
[3b] gy(x) € C2([0, 1]\ {y});
[3c] Lgy(z) = 6(z — y).
Diikaz. Tvrzeni 1, 2 a 3a se dokdzi pfimym dosazenim. Tvrzeni 3c ziskdme aplikaci véty o (zo-

becnéném) derivovani po ¢astech hladké funkce, jelikoz derivace na spojnici trojihelnikt existovat
nemusi: Zderivujeme vyraz pg’y(x). Ten mé nasledujici podobu:

pgy(x) = ~ ;

1 [ vg(z)oily), pro0 <z <y<l,
vo(y)vi(z), pro0<y<z<l.

Proto
00y = (b} @)} + 8 = ) (1 a) = o ohunle) ) =

(i)} = e =) (57 ) = {pai@)'} = o =),

a tedy skutetné Lg,(x) = 6(x — y) a pozorovani 3b jsme oveérili téz. O

Pozndamka. Ukazuje se, Ze téchto pét vlastnosti charakterizuje Greenovu funkci a lze jich uzit pro
rozsiteni/hleddni Greenovych funkei ve vyssich dimenzich.

Greenova funkce téz nahrazuje koncept fundamentalnich feseni ze zobecnénych funkci. Pri
volbé y = 0 mame Lgy = §, tj go = € a navic jsme ukazali, ze Feseni problému Lu = f je

w=esf= / fwe(z - y)dy = / F@)go(z — y)dy = / F()gy()dy = / F)% (2, y)dy,

tedy Greenova funkce zahrnuje jaksi i poznatek, Ze Teseni ziskdvame pomoci konvoluce s pravou
stranou.

Pozndmka. Analyticky tvar Greenovych funkei ve vyssich dimenzi je zndmy jen pro jednodussi
geometrie a okrajové podminky. Lze vsak ziskdvat ptiblizné feSeni pomoci metody zrcadleni, jako
je tomu napriklad v problematice dynamiky tekutin, kde se uziva nazvu Stokeslety ¢i pripadné
Blakelety (po matematikovi Blakeovy, ktery nasel singularity Stokesovych rovnic v poloroviné s
nulovou Dirichletovou hrani¢ni podminkou).

Pozndmka. Uvedme jesté jedno pozorovani o souvislosti integralnich a eliptickych rovnic. UvaZujme
jednorozménou Sturm-Liouvilleovu tlohu s operatorem L. Pak tloha Lu = Au+ f je ekvivalentni
integralni rovnici

l !
u(z) = A / 9z, y)uly)dy + / (2,9 (y)dy.
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