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7. Aplikace derivace

Derivace funkce se využ́ıvá při řešeńı úloh technické praxe i teorie. Uvedeme několik z nich:
vyč́ısleńı hodnot funkce, výpočet limity, vyšetřováńı pr̊uběhu funkce a zkoumáńı křivek.

7A. Taylor̊uv polynom

V matematické analýze známe řadu tzv. elementárńıch funkćı, např. sinx, cosx, ex, ln x, log x,
tg x, arcsinx, arctg x. Známe jejich chováńı, přesné vyč́ısleńı jejich hodnoty v konkrétńım bodě
x (až na několik výjimek) však neńı možné.

Poč́ıtat umı́me pouze s racionálńımi č́ısly, tato č́ısla umı́me sč́ıtat, odč́ıtat a násobit. Proto
dovedeme vyč́ıslit libovolný polynom s racionálńımi koeficienty v libovolném racionálńım bodě.
Umı́me také dělit, což umožňuje vyč́ıslit i libovolnou hodnotu racionálńı funkce.

Jak vyč́ıslit hodnotu elementárńı funkce alespoň přibližně? Přesnou hodnotu stejně v praxi
nepotřebujeme, stač́ı hodnota s požadovanou přesnost́ı, např. na 3 nebo 6 desetinných mı́st.
K tomu se využ́ıvá tzv. Taylor̊uv1 polynom, který dokáže spoč́ıtat hledanou hodnotu s předem
danou přesnost́ı. Jak to dělá kalkulačka, když poč́ıtá např́ıklad e0.1? Kalkulačka v sobě nemá
zabudované tabulky hodnot, ale využ́ıvá krátké programy, které vyč́ısĺı hodnotu př́ıslušného
polynomu v daném bodě s požadovanou přesnost́ı. Pro určeńı hodnoty funkce ex v bodě x = 0.1
lze využ́ıt Taylor̊uv polynom pátého stupně funkce ex, který (jak odvod́ıme později) má tvar

P (x) = 1 + x+ x2

2
+ x3

6
+ x4

24
+ x5

120
.

Jeho hodnota pro x = 0.1 je 1.10517166666, zat́ımco e0.1
.
= 1.10517091807. Chyba, tj. rozd́ıl

obou hodnot, je malá, asi 7.5 · 10−7. Poznamenejme, že pro výpočet hodnoty ex, např. v bodě
x = 10, by chyba byla př́ılǐs velká, proto bude potřeba jiný polynom.

Pro každou elementárńı funkci je v kalkulačce naprogramovaný algoritmus, který poč́ıtá
hodnotu funkce pomoćı polynomu. Použitý polynom záviśı nejen na funkci, ale i na hodnotě x,
ve které chceme hodnotu funkce vyč́ıslit.

Odvozeńı

Uvažujme funkci f(x), kterou chceme aproximovat polynomem čtvrtého stupně T4(x) v okoĺı
bodu nula, ve kterém umı́me vyč́ıslit hodnotu funkce i jej́ı derivace. Polynom hledáme ve tvaru

T4(x) = c0 + c1 x+ c2 x
2 + c3 x

3 + c4 x
4 .

Jak zvolit koeficienty ci? Nejjednodušš́ı je požadovat, aby funkce i polynom měly v bodě x0 = 0
stejné hodnoty i hodnoty derivace:

f(0) = T4(0) , f ′(0) = T ′
4(0) , f ′′(0) = T ′′

4 (0) , f (3)(0) = T
(3)
4 (0) , f (4)(0) = T

(4)
4 (0) .

Prvńı rovnost f(0) = T4(0) dává

f(0) = T4(x)|x=0 =
[
c0 + c1 x+ c2 x

2 + c3 x
3 + c4 x

4
]
x=0

= c0 ,

1Brook Taylor (1685-1731), anglický matematik.
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protože všechny kladné mocniny xk jsou v bodě x = 0 nulové. Odtud plyne vyjádřeńı nultého
koeficientu c0 = f(0). Druhá rovnost, tedy rovnost prvńıch derivaćı, dává

f ′(0) = f ′(x)|x=0 = T ′
4(x)|x=0 =

[
c1 + 2 c2 x+ 3 c3 x

2 + 4 c4 x
3
]
x=0

= c1 ,

odkud plyne c1 = f ′(0). Rovnost druhých derivaćı dává

f ′′(0) = T ′′
k (x)|x=0 =

[
2 c2 + 3 · 2 c3 x+ 4 · 3 c4 x2

]
x=0

= 2 c2 ,

odkud plyne c2 =
1
2
f ′′(0). Rovnost třet́ıch derivaćı dává

f (3)(0) = T
(3)
4 (x)|x=0 = [3 · 2 c3 + 4 · 3 · 2 c4 x]x=0 = 3 · 2 c3 ,

odkud plyne c3 =
1
3·2 f

(3)(0). Konečně z rovnosti derivaćı čtvrtého řádu dostáváme

f (4)(0) = T
(4)
4 (x)|x=0 = 4 · 3 · 2 · c4 .

Označme součin přirozených č́ısel od 1 do k symbolem k!, tzv. faktoriál č́ısla k, přitom definu-
jeme 1! = 0! = 12. Potom výsledek můžeme zapsat ve tvaru c4 = 1

4!
f (4)(0). Taylor̊uv polynom

čtvrtého stupně funkce f(x) tak můžeme zapsat ve tvaru:

T4(x) =
f(0)

0!
+
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f (3)(0)

3!
x3 +

f (4)(0)

4!
x4 .

V př́ıpadě polynomu stupně n, k-tý (k ≤ n) člen ck x
k po k-té derivaci dává k! ck, tedy z rovnosti

f (k)(0) = T
(k)
n (0) plyne ck = f (k)(0)/k! . Pokud nás zaj́ımaj́ı hodnoty v okoĺı bodu x0, polynom

stupně n zaṕı̌seme s tzv. středem v bodě x0 ve tvaru mocnin dvojčlenu (x− x0):

Tn(x) = c0 + c1 (x− x0) + c2 (x− x0)
2 + c3 (x− x0)

3 + c4 (x− x0)
4 + · · ·+ cn (x− x0)

n .

V tomto tvaru lze snadno odvodit koeficienty ck a také vyč́ıslit hodnoty v okoĺı bodu x0.

Definice

Zobecněńı předchoźıho odvozeńı vede k definici Taylorova polynomu:

Definice 7.1. (Taylor̊uv polynom) Necht’ funkce f(x) má v bodě x0 derivace do řádu n.
Potom Taylor̊uv polynom stupně n se středem v bodě x0 je polynom

T f,x0
n (x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k ≡ f(x0) + f ′(x0) (x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2+

+
f (3)(x0)

3!
(x− x0)

3 + · · ·+ f (n−1)(x0)

(n− 1)!
(x− x0)

n−1 +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n .

Pokud je z kontextu jasné, o kterou funkci a střed jde, symboly funkce f a středu x0 v označeńı
Taylorova polynomu můžeme vynechat a psát jenom Tn(x).

Taylor̊uv polynom se středem x0 = 0 se nazývá také Maclaurin̊uv polynom.

Pro aproximaci hodnot funkce f(x) v bodě x použ́ıváme Taylor̊uv polynom se středem
v bodě x0, který je (podle možnost́ı) bĺızký bodu x, aby chyba aproximace byla co nejmenš́ı.
V Taylorově polynomu se středem x0 ̸= 0 jednotlivé mocniny (x−x0)k neroznásobujeme, při
numerickém vyč́ıslováńı jejich hodnoty by docházelo k velkým zaokrouhlovaćım chybám.

2Hodnota 0! = 1 plyne z pravidla (k + 1)! = k!(k + 1), které pro k = 0 dává 1 = 1! = 0! · 1.
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Poznámky 7.2.

(a) Často se střed Taylorova polynomu označuje a, potom

T f,a
n (x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x−a)k ≡ f(a) +f ′(a) (x−a)+f

′′(a)

2!
(x−a)2+· · ·+f

(n)(a)

n!
(x−a)n .

(b) Podmı́nkou existence Taylorova polynomu stupně n funkce f(x) (rozvoje v bodě x0) je
pouze existence derivaćı funkce f(x) do řádu n v bodě x0. Taylor̊uv polynom tak nezáviśı
na tom, jak se chová funkce f(x) a jej́ı derivace v bodech x r̊uzných od x0. Proto odlǐsné
funkce mohou mı́t stejné Taylorovy polynomy. Např́ıklad přičteńım násobku (x − x0)

n+1

k funkci f(x) dostaneme jinou funkci, Taylor̊uv polynom stupně n se přitom nezměńı.

(c) Taylor̊uv polynom nultého stupně je
konstantńı funkce T0(x) = f(x0).
Taylor̊uv polynom prvńıho stupně

T1(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0)

určuje rovnici tečny y = T1(x) ke grafu
funkce f(x) v bodě x0 .

xx0

T0(x)

T1(x)

f(x)

Obr. 7.1: Taylor̊uv polynom T0(x) nultého

stupně a T1(x) prvńıho stupně funkce f(x).

(d) Taylor̊uv polynom T f,x0
n (x) funkce f(x) lze zapsat pomoćı diferenciál̊u dkf(x0) s př́ır̊ustkem

dx = x− x0. Protože

df(x0)(x− x0) = f ′(x0) · (x− x0) ,

d2f(x0)(x− x0) = f ′′(x0) · (x− x0)
2 ,

d3f(x0)(x− x0) = f (3)(x0) · (x− x0)
3 ,

Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně se středem v bodě x0 můžeme zapsat ve tvaru

T3(x) = f(x0) + df(x0)(x− x0) +
1

2!
d2f(x0)(x− x0) +

1

3!
d3f(x0)(x− x0) .

(e) Je-li funkce f(x) polynom stupně p, tj. f(x) = b0+b1 x+b2 x
2+ · · ·+bp xp, potom Taylor̊uv

polynom této funkce stupně n ≥ p se středem v x0 = 0 je polynom se stejnými koeficienty
bi. Pokud n > p, potom koeficienty u xp+1, . . . , xn jsou nulové, tj. T f,0

n (x) ≡ f(x). Pokud
vezmeme Taylor̊uv polynom této funkce s jiným středem x0 ̸= 0, tj.

T f,x0
n (x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)

2 + · · ·+ cn(x− x0)
n ,

potom př́ıslušný Taylor̊uv polynom má sice jiný tvar a jiné koeficienty, ale dává stejné
hodnoty T f,x0

n (x) = f(x) a po roznásobeńı mocnin (x− x0)
k a následné úpravě dostaneme

p̊uvodńı polynom f(x).

(f) Např́ıklad polynom f(x) = x4 − 3x3 + 4x2 − 7x+ 2 má v bodě x0 = 1 derivace

f(1) = 1− 3 + 4− 7 + 2 = −3 ,

f ′(1) = 4− 9 + 8− 7 = −4 ,

f ′′(1) = 12− 18 + 8 = 2 ,

f (3)(1) = 24− 18 = 6 ,

f (4)(1) = 24 ,
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vyšš́ı derivace f (k)(x) jsou nulové. Taylor̊uv polynom čtvrtého (i vyšš́ıho) stupně je

T
f(x),1
4 (x) = −3− 4(x− 1) + (x− 1)2 + (x− 1)3 + (x− 1)4

a po roznásobeńı dostaneme p̊uvodńı polynom f(x) = 2− 7x+ 4x2 − 3x3 + x4.

(g) Rozd́ıl hodnoty Taylorova polynomu Tn(x) se středem v bodě x0 a funkce f(x) se při
x→ x0 zmenšuje. Také při zvyšováńı stupně polynomu se rozd́ıl obvykle zmenšuje.

(h) Pozor, Taylor̊uv polynom je polynomem, tj. součet mocnin (x−x0)k: člen (x−x0)k násob́ıme
hodnotou derivace funkce v bodě x0. Studenti však často chybně ṕı̌śı:

T2(x) = f(x) + f ′(x) (x− x0) +
1

2
f ′′(x) (x− x0)

2 ,

což však neńı polynom! (Kromě př́ıpadu kdy f(x) je polynom.)

Taylor̊uv polynom vybraných funkćı

Vyč́ısleńım derivaćı ve vhodném bodě můžeme napsat Taylor̊uv polynom funkce. Uved’me
Taylor̊uv polynom vybraných funkćı.

Exponenciálńı funkce. Funkce ex je definována na celém R a má všechny derivace stejné

ex = [ex]′ = [ex]′′ = [ex](3) = · · · = [ex](k) .

Zvoĺıme-li x0 = 0, pak jsou všechny derivace [ex]
(k)
x=0 = 1. Taylor̊uv polynom stupně n je proto

Tn(x) =
n∑

k=0

xk

k!
= 1 + x+

x2

2
+
x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
+ · · ·+ xn

n!
.

Vzorec můžeme použ́ıt k vyč́ısleńı Eulerovy konstanty e dosazeńım x = 1

e
.
= 1 + 1 +

1

2
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+ · · ·+ 1

n!
.

K dané přesnosti stač́ı mnohem menš́ı n, než při výpočtu pomoćı limity
(
1 + 1

n

)n
pro n→ ∞.

Pokud za střed x0 zvoĺıme bod 1, dostáváme polynom

Tn(x) =
n∑

k=0

e

k!
(x−1)k = e+e (x−1)+

e

2
(x−1)2+

e

3!
(x−1)3+

e

4!
(x−1)4+ · · ·+ e

n!
(x−1)n .

Poznamenejme, že pro x
”
bĺızká“ 0 dává Taylor̊uv polynom se středem x0 = 0

”
dobré“ výsledky,

pro jiná x by bylo nutno zvolit dosti vysoký stupeň polynomu. Mı́sto toho k vyč́ısleńı ex

využijeme vlastnost́ı exponenciálńı funkce ex+y = ex · ey , ekx = (ex)k umožňuj́ıćı
”
zmenšit“

x (v absolutńı hodnotě). Např́ıklad e5 spoč́ıtáme vyč́ısleńım e1/2 a jeho umocněńım na desátou.

Logaritmická funkce. Funkce ln x je definovaná na intervalu (0,∞). Proto za střed nelze
vźıt nulu. Vhodný střed je x0 = 1, jednodušš́ı je však funkci

”
posunout“ na ln(1 + x) a vźıt za
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střed x0 = 0. Spoč́ıtejme derivace funkce ln(1 + x):

[ln(1 + x)]′ = 1
1+x

,

[ln(1 + x)]′′ = −1
(1+x)2

,

[ln(1 + x)](3) = 2
(1+x)3

,
. . . . . . ,

[ln(1 + x)](k) = (−1)k−1(k − 1)! 1
(1+x)k

.

Pro x0 = 0 je f(x0) = ln(1 + x0) = 0, v daľśıch členech ve vzorci se nám v pod́ılu f (k)(0)
k!

faktoriály zkrát́ı na (−1)k−1 1
k
. Můžeme proto psát

Tn(x) =
n∑

k=1

(−1)k−1

k
xk = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n−1

n
xn .

Poznámky 7.3.

(a) Poznamenejme, že tento polynom dává
”
rozumné“ hodnoty jen pro x

”
bĺızké“ 0. Pro

x > 1 se při zvyšováńı stupně n Taylorova polynomu chyba zvětšuje, hodnoty f(x) a
Tn(x) se stále v́ıce

”
rozb́ıhaj́ı“.

(b) Pro výpočet funkce ln(1+x) pro x ≥ 1 lze už́ıt trik ln(1+x)=−ln
(

1
1+x

)
=−ln

(
1− x

1+x

)
,

d́ıky kterému lze hodnoty logaritmu poč́ıtat pomoćı součtu

ln(1 + x)
.
= −

n∑
k=1

(−1)k−1

k

(
− x

1 + x

)k

=
n∑

k=1

1

k

(
x

1 + x

)k

.

(c) Poč́ıtáme-li ln(1 + x) pro
”
velká“ x, potom x

1+x
je č́ıslo bĺızké jedničce a bylo by nutné

volit vysoký stupeň polynomu. Využijeme proto vlastnost́ı logaritmu ln(x·y) = lnx+ln y
a např́ıklad ln(1000) budeme poč́ıtat

ln(1000) = ln
(
210 · 1000

210

)
= 10 · ln(2) + ln

(
1000
1024

)
= −10 · ln

(
1
2

)
+ ln

(
125
128

)
,

přičemž pro vyč́ısleńı výsledných logaritmů neńı potřeba vysokého stupně polynomu.

(d) Koeficienty Taylorova polynomu pro funkci ln(1 + x) se obvykle odvozuj́ı z derivace
[ln(1 + x)]′ = 1

1+x
, kterou lze chápat jako součet geometrické řady

∑∞
i=0 q

n = 1
1−q

s kvocientem q = −x. Taylor̊uv polynom potom dostaneme integraćı jednotlivých člen̊u.
Integraci budeme prob́ırat v daľśıch kapitolách.

Funkce sinus. Funkce sin x je definovaná na R. Jej́ı derivace řádu k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 jsou

sinx , cosx , − sinx , − cosx , sinx , cosx , − sinx , − cos x , . . . .

Funkce se opakuj́ı s periodou 4, protože [sinx](k+4) = [sin x](k). Pro střed x0 = 0 dostáváme
postupně hodnoty 0, 1, 0,−1, 0, 1, 0,−1, . . . . Taylor̊uv polynom má proto každý druhý člen roven
nule, nenulové jsou jen liché mocniny x. Je to v souladu se skutečnost́ı, že funkce sinx je lichá.
Polynom funkce sin x stupně 2n+ 1 lze proto zapsat ve tvaru

T2n+1(x) =
n∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 + · · ·+ (−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 .

Jako cvičeńı napǐste Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce sinx se středem x0 =
π
6
, π
4
, π
3
, π
2
.
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Funkce kosinus. Funkce cos x je také definovaná na celém R. Napǐsme jej́ı derivace řádu
k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 . . .

cosx , − sinx , − cosx , sinx , cosx , − sinx , − cos x , sin x , . . . .

Funkce se opět opakuj́ı s periodou 4: [cos x](k+4) = [cos x](k). Pro střed x0 = 0 pak dostáváme
hodnoty 1, 0,−1, 0, 1, 0,−1, 0 . . . . Taylor̊uv polynom má proto každý druhý člen nulový, nenu-
lové jsou jen sudé mocniny x, což je v souladu se skutečnost́ı, že funkce cos x je sudá. Polynom
stupně 2n lze zapsat ve tvaru

T2n(x) =
n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k = 1− 1

2
x2 +

1

4!
x4 + · · ·+ (−1)n

(2n)!
x2n .

Jako cvičeńı napǐste Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce cosx se středem x0 =
π
6
, π
4
, π
3
, π
2
.

Poznamenejme, že pro x
”
vzdáleněǰśı“ od nuly k vyč́ısleńı sin x a cosx je vhodné

”
přibĺıžit“

hodnotu x k nule s využit́ım známých vzorc̊u sinx = sin(x + 2π) = − sin(x + π) = sin(π − x)
a analogických vzorc̊u pro cosx.

Funkce arkus tangens. Uved’me Taylor̊uv polynom stupně (2n+1) funkce arctg x pro x0 = 0

T2n+1(x) =
n∑

k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1 = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ · · ·+ (−1)n

2n+ 1
x2n+1 .

Vzorec lze pro malé n odvodit derivováńım, odvozeńı obecného př́ıpadu vycháźı z prvńı derivace
[arctg x]′ = 1

1+x2 , kterou lze brát jako součet geometrické řady s kvocientem q = −x2

[arctg x]′ = 1
1−(−x2)

= 1− x2 + x4 − x6 + x8 − x10 + . . .

a jednotlivé členy následně integrovat.

Pozor, ačkoliv funkce arctg x je definovaná v celém R, polynom dává
”
rozumné“ výsledky

aproximace funkce arctg x jenom pro |x| < 1, pro |x| > 1 se chyba stále zvětšuje se zvyšováńım
stupně polynomu.

Taylor̊uv zbytek

Při aproximaci hodnot funkce f(x)
př́ıslušným Taylorovým polynomem
Tn(x) stupně n nás zaj́ımá

”
chyba“

aproximace, tj. rozd́ıl skutečné hod-
noty f(x) a hodnoty polynomu Tn(x).
Označ́ıme jej ṕısmenem Rn(x) podle
slova reziduum znamenaj́ıćı zbytek.

f(x)

f(x0)

T2(x)
R2(x)

x0 x x
Obr. 7.2: Taylor̊uv zbytek R2(x) = f(x)−T2(x).

Definice 7.4. Bud’ Tn(x) Taylor̊uv polynom funkce f(x) stupně n se středem v bodě x0.
Rozd́ıl Rn(x) = f(x)− Tn(x) nazýváme Taylor̊uv zbytek.

Jak lze odhadnout Taylor̊uv zbytek? Taylor̊uv polynom nultého stupně se středem x0 je
konstantńı funkce T0(x) = f(x0). Podle Věty o středńı hodnotě pro x > x0 Taylor̊uv zbytek lze
vyjádřit pomoćı prvńı derivace

R0(x) = f(x)− T0(x) = f(x)− f(x0) = f ′(ξ)(x− x0) , ξ ∈ (x0, x) .
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7. Aplikace derivace 7A. Taylor̊uv polynom

Taylor̊uv zbytek pro Taylor̊uv polynom vyšš́ıho stupně lze vyjádřit v tzv. Lagrangeově tvaru
pomoćı derivace funkce f(x) řádu (n+ 1):

Věta 7.5. (Taylorova věta) Necht’ funkce f(x) má v okoĺı bodu x0 derivace do řádu (n+1).
Potom pro každé x v tomto okoĺı existuje ξ mezi body x0 a x takové, že Taylor̊uv zbytek
Rn(x) = f(x)− Tn(x) lze vyjádřit ve tvaru

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 .

Poznámky 7.6.

(a) Taylor̊uv zbytek (v uvedeném tzv. Lagrangeově tvaru) má tvar (n+1)-ho členu Taylorova
polynomu, jen derivace řádu n+1 neńı v bodě x0, ale v bodě ξ lež́ıćım mezi x0 a x.
Abychom nemuseli rozlǐsovat, zda x je menš́ı nebo větš́ı než x0, lze bod ξ napsat ve tvaru
ξ = x0 + t(x− x0), kde t ∈ (0, 1).

(b) Mı́sto označeńı f(x)−Tn(x) = Rn(x) někteř́ı autoři označuj́ı zbytek Taylorova polynomu
stupně n symbolem Rn+1(x), tj. f(x) − Tn(x) = Rn+1(x), kv̊uli podobnosti uvedeného
vyjádřeńı zbytku s (n+1)-ńım členem Taylorova polynomu.

(c) Vedle uvedeného tzv. Lagrangeova tvaru Taylorova zbytku se v literatuře uvád́ı i tzv.
Cauchẙuv tvar Taylorova zbytku

Rn(x) ≡ f(x)− Tn(x) =
f (n+1)(η)

n!
(x− η)n (x− x0) ,

kde η je opět č́ıslo mezi x0 a x. Č́ısla η z Cauchyova a ξ z Lagrangeova vzorce nemuśı být
stejná. Pro úplnost uved’me ještě integrálńı tvar, který udává přesnou hodnotu Taylorova
zbytku ve formě určitého integrálu

Rn(x) ≡ f(x)− Tn(x) =

∫ x

x0

f (n+1)(t)

n!
(x− t)n(x− x0) dt .

Pojem určitého integrálu bude prob́ırán později.

Idea d̊ukazu Taylorovy věty
Pro zájemce odvod́ıme Taylor̊uv zbytek nejdř́ıve v Cauchyově tvaru pro př́ıpad Taylorova

polynomu třet́ıho stupně a pro x > x0. Plat́ı

R3(x) ≡ f(x)−T3(x) = f(x)−f(x0)−f ′(x0) (x−x0)−
f ′′(x0)

2
(x−x0)2−

f (3)(x0)

3!
(x−x0)3 .

Nyńı vezmeme x pevné a x0 nahrad́ıme proměnnou t. Novou funkci proměnné t označ́ıme F (t)

F (t) = f(x)− f(t)− f ′(t) (x− t)− f ′′(t)

2
(x− t)2 − f (3)(t)

3!
(x− t)3 .
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7. Aplikace derivace 7A. Taylor̊uv polynom

Tedy pro t = x0 je F (x0) = R3(x) a pro t = x je F (x) = 0. Funkci F (t) derivujme podle
proměnné t— proměnná x je nyńı konstanta, přitom pozor na derivaci [(x−t)k]′ = −k(x−t)k−1:

F ′(t) = −f ′(t)− f ′′(t) (x− t) + f ′(t)− f (3)(t)

2
(x− t)2 + f ′′(t) (x− t)−

−f
(4)(t)

3!
(x− t)3 +

f (3)(t)

2
(x− t)2 .

Tři dvojice člen̊u se navzájem odečtou, č́ımž źıskáváme vyjádřeńı derivace funkce F (t)

F ′(t) = −f
(4)(t)

3!
(x− t)3 . (*)

Odvozený vztah pro derivaci nám umožńı odvodit tvar Taylorova zbytku.

Cauchẙuv tvar zbytku odvod́ıme pomoćı Lagrangeovy Věty o středńı hodnotě (Věta
6.24). Pro diferencovatelnou funkci F (t) na intervalu ⟨x0, x⟩, existuje η ∈ (x0, x), že plat́ı

F (x)− F (x0) = F ′(η) · (x− x0) .

Protože F (x0) = R3(x) a F (x) = 0, plat́ı F (x) − F (x0) = −R3(x). Využijeme-li odvozené
vyjádřeńı (*) derivace funkce F (t), dostáváme Cauchẙuv tvar Taylorova zbytku

R3(x) =
f (4)(η)

3!
(x− η)3(x− x0) . �

Nejčastěǰśı Lagrange̊uv tvar zbytku dostaneme ze vztahu (*) pomoćı následuj́ıćı věty:

Věta 7.7. (Zobecněná věta o středńı hodnotě) Bud’te F (t) a g(t) spojité funkce na
intervalu ⟨a, b⟩, maj́ıćı derivace F ′(t), g′(t), přičemž g′(t) ̸= 0 pro t ∈ (a, b). Potom existuje
ξ ∈ (a, b) takové, že

F (b)− F (a)

g(b)− g(a)
=
F ′(ξ)

g′(ξ)
.

Tvrzeńı dokážeme pomoćı Rolleovy věty (Věta 6.23). Položme

Φ(t) = (F (t)− F (a))(g(b)− g(a))− (g(t)− g(a))(F (b)− F (a)) .

Dosazeńı t = a a t = b dává nulové hodnoty Φ(a) = 0 a Φ(b) = 0, přitom derivace

Φ′(t) = F ′(t)(g(b)− g(a))− g′(t)(F (b)− F (a)) .

Podle Rolleovy věty existuje ξ ∈ (a, b) takové, že Φ′(ξ) = 0, odkud plyne tvrzeńı. �

Vrat’me se k odvozeńı Taylorova zbytku. Napǐsme tvrzeńı předchoźı věty pro funkci F (t) a
funkci g(t) = (x− t)4 na intervalu (x0, x), tj. a = x0 a b = x:

F (x)− F (x0)

(x− x)4 − (x− x0)4
=

F ′(ξ)

−4(x− ξ)3
.

Nyńı stač́ı využ́ıt F (x) = 0, F (x0) = R3(x) a dosadit za F ′(ξ) z rovnosti (*) pro t = ξ.
Dostáváme tak

−R3(x)

−(x− x0)4
=

1

4(x− ξ)3
f (4)(ξ)

6
(x− ξ)3 =

f (4)(ξ)

4!
,

odkud úpravou dostaneme Lagrange̊uv tvar zbytku. Důkaz př́ıpadu x < x0 je stejný. Rozš́ı̌reńı
d̊ukazu pro Taylor̊uv polynom k-tého stupně také nečińı pot́ıže. �
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7. Aplikace derivace 7A. Taylor̊uv polynom

Př́ıklady odhadu Taylorova zbytku

(a) Ukažme odhad chyby Taylorova polynomu funkce f(x) = ex. Uvažujme polynom T5(x) se
středem x0 = 0 v bodě x > 0. Podle Taylorovy věty existuje ξ ∈ (x0, x) splňuj́ıćı

R5(x) =
f (6)(ξ)

6!
x6 =

eξ

6!
x6 .

Protože ex je rostoućı funkce a ξ < x plat́ı eξ < ex. Výsledný odhad vyč́ısĺıme pro x = 0.2

|R5(x)| <
ex

6!
x6 , |R5(0.2)| <

e0.2

6!
(0.2)6

.
= 1.09 · 10−7 .

Jaký stupeň polynomu muśıme vźıt, aby chyba e0.2 byla menš́ı než 10−12? Plat́ı

|Rn(0.2)| <
e0.2

(n+ 1)!
(0.2)n+1 .

Pro n = 8 odhad dává chybu 1.7 · 10−12, pro n = 9 je chyba jenom 3.4 · 10−14. Proto stač́ı
polynom 9. stupně.

(b) Při odhadu chyby vyč́ısleńı funkce sinx nebo cos x lze využ́ıt toho, že | sin x| ≤ 1 a
| cos x| ≤ 1, proto pro polynom stupně n se středem v 0 plat́ı

|Rn(x)| ≤
|x− x0|n+1

(n+ 1)!
.

(c) Pro x
”
vzdáleněǰśı“ od středu x0, tj. pro velké |x − x0| zbytek Rn(x) je velmi velký.

V některých př́ıpadech (např. Taylorova polynomu pro funkce arctg x) se chyba zvětšuje
s vyšš́ım stupněm polynomu. Pro efektivńı výpočet hodnoty využijeme vlastnost́ı funkce.

Např́ıklad chceme-li vyč́ıslit hodnotu sin(10) Taylorovým polynomem, hodnotu nejprve
uprav́ıme

”
zmenšeńım“ argumentu 10 = 3 ·π+(10−3 ·π) = 3π+h, kde h

.
= 0.575222038.

Dı́ky vlastnostem funkce sinx plat́ı sin(10) = − sin(10 − 3 · π) = − sin(h) a Taylor̊uv
polynom 7. stupně dává

sin(10) = − sin(h)
.
= T7(x) = −h+

h3

3!
− h5

5!
+
h7

7!
.
= −0.5440210918 .

Odhadněme chybu. Jedná se součet typu sk = a0 − a1 + a2 − a3 + · · · + (−1)kak, tj.
členy součtu stř́ıdaj́ı znaménko. Přitom nav́ıc velikosti jednotlivých člen̊u ai se zmenšuj́ı
a0 > a1 > a2 > · · · > an−1 > an > 0. Proto pro lichá k plat́ı sk+2 = sk + ak+1− ak+2 > sk
a pro sudá k plat́ı sk+2 = sk − ak+1 + ak+2 < sk. Označ́ıme-li s = limk→∞ sk, dostáváme
posloupnost nerovnost́ı

s1 < s3 < s5 < s7 < · · · < s < · · · s6 < s4 < s2 < s0 .

Pro liché k plat́ı sk < s < sk+1 = sk + ak+1. Odečteńı sk dává 0 < s − sk < ak+1.
Podobně pro sudé k z nerovnost́ı sk+1 = sk − ak+1 < s < sk plyne −ak+1 < s− sk < 0, tj.
0 < sk − s < ak+1. V obou př́ıpadech dostáváme odhad rozd́ılu |sk − s| < ak+1.

V našem př́ıpadě rozd́ıl | sin(h)− T7(h)| je menš́ı než daľśı člen h9/9!, tj.

|R7(h)| ≤
h9

9!
.
= 1.9 · 10−8 .
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