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Náhodný vektor a jeho charakteristiky

V následuj́ıćı kapitole budeme věnovat pozornost pouze dvourozměřnému náhodnému vektoru, i když
uvedené pojmy a jejich vlastnosti lze přirozeně zobecnit i na v́ıcerozměrné náhodné vektory.

Představte si, že provád́ıte náhodný pokus, jehož výsledek ohodnot́ıte dvojićı č́ısel, tj. dvourozměrným
vektorem. Před provedeńım pokusu jeho výsledek a tedy ani sledované hodnoty neznáte. Proto je vektor,
který připisuje výsledku náhodnému pokusu vámi sledované hodnoty, označován jako náhodný vektor.
Náhodný vektor znač́ıme velkým tučným ṕısmenem, např. X a jeho složky znač́ıme X1 a X2. Množinu
možných hodnot náhodného vektoru nazýváme obor hodnot náhodného vektoru X a znač́ıme jej X .
Poté, co je pokus proveden, je naměřená hodnota náhodného vektoru značena malým tučným ṕısmenem,
např. x = [21mm, 5g]T. Náhodným vektorem může být např́ıklad

• délka a váha vysoustružené součástky

• počet osob a doba čekáńı ve frontě

• dnešńı teplota a atmosferický tlak

• počet výrobk̊u ze zásilky, které již nelze opravit a které jsou opravitelné

Uved’mě nyńı matematicky přesněǰśı popis náhodného vektoru. Z d̊uvodu př́ıstupnosti látky student̊um
budou pojmy a vlastnosti v tomto textu zavedeny ve stejné podstatě nicméně s mı́rnými odchylkami od
přesných matematických formulaćı.

1. Pojem Dvourozměrným náhodným vektorem (vzhledem k A) rozumı́me vektor X = [X1, X2]T,
jehož složky X1, X2 jsou náhodné veličiny na stejném základńım prostoru (Ω,A). Obor hodnot náhodného
vektoru X znač́ıme X . Realizaci náhodného vektoru, tj. X(ω), ω ∈ Ω, znač́ıme x, popř́ıpadě ve složkách
[x1, x2]T.

2. Pojem Reálnou funkci F : (−∞,∞)× (−∞,∞) → 〈0, 1〉 definovanou předpisem

F (x1, x2) = P(X1 < x1, X2 < x2)

nazýváme (simultánńı, sdružená) distribučńı funkce dvourozměrného náhodného vektoru X =
[X1, X2]T, popř́ıpadě simultánńı (sdružená) distribučńı funkce náhodných veličin X1 a X2.

3. Pojem Řekneme, že náhodný vektor je diskrétńı, resp. má diskrétńı rozděleńı pravděpodob-
nosti, je-li jeho oborem hodnot nejvýše spočetná množina X = {x1,x2, . . .}, tj. nabývá nejvýše spočetně
mnoha hodnot x1 = [x11, x12]T,x2 = [x21, x22]T,x3 = [x31, x32]T, . . . , tak, že

∞∑
i=1

P(X = xi) =
∞∑

i=1

P(X1 = xi1, X2 = xi2) = 1.

4. Pojem Simultánńı (sdružená) pravděpodobnostńı funkce diskrétńıho náhodného vektoru X
je funkce p : (−∞,∞)× (−∞,∞) → 〈0, 1〉 daná předpisem

p(x1, x2) = P(X1 = x1, X2 = x2).

5. Př́ıklad Pravděpodobnost, že při přenosu digitálńı informace dojde k silné, resp. středńı, resp. žádné,
deformaci bitu je 0.1, 0.3 a 0.6. Předpokládejme, že jsou přeneseny dva bity a rozsah deformace je pro
každý bit nezávislý. Náhodný vektor X = [X1, X2]T udává počet bit̊u se silnou (X1) a středńı (X2)
deformaćı.

Oborem hodnot náhodného vektoru X je množina X = {[0, 0]T, [0, 1]T, [0, 2]T, [1, 0]T, [1, 1]T, [2, 0]T}.
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Nejprve vypočteme pravděpodobnostńı funkci

p(x1, x2) =



P(X1 = 0, X2 = 0) = 0.10 · 0.30 · 0.62 = 0.36 pro [x1, x2]T = [0, 0]T

P(X1 = 0, X2 = 1) = 2 · 0.10 · 0.31 · 0.61 = 0.36 pro [x1, x2]T = [0, 1]T

P(X1 = 0, X2 = 2) = 0.10 · 0.32 · 0.60 = 0.09 pro [x1, x2]T = [0, 2]T

P(X1 = 1, X2 = 0) = 2 · 0.11 · 0.30 · 0.61 = 0.12 pro [x1, x2]T = [1, 0]T

P(X1 = 1, X2 = 1) = 2 · 0.11 · 0.31 · 0.60 = 0.06 pro [x1, x2]T = [1, 1]T

P(X1 = 2, X2 = 0) = 0.12 · 0.30 · 0.60 = 0.01 pro [x1, x2]T = [2, 0]T

0 jinak

Výsledek můžeme zapsat do pravděpodobnostńı tabulky 1 a znázornit graficky, viz. obrázek 1.
x2\x1 0 1 2
0 0.36 0.12 0.01
1 0.36 0.06 0
2 0.09 0 0

Tabulka 1: Pravděpodobnostńı tabulka náhodného vektoru X = [X1, X2]T z př́ıkladu 5
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Obrázek 1: Graf nenulových hodnot pravděpodobnostńı funkce náhodného vektoru X = [X1, X2]T z
př́ıkladu 5 (V ostatńıch bodech je pravděpodobnostńı funkce nulová. )

Z pravděpodobnostńı funkce odvod́ıme distribučńı funkci, která je pro přehlednost zapsána v Tabulce
2 a znázorněna graficky v Obrázku 2.

x2\x1 (−∞, 0〉 (0, 1〉 (1, 2〉 (2,∞)
(−∞, 0〉 0 0 0 0
(0, 1〉 0 0.36 0.48 0.49
(1, 2〉 0 0.72 0.9 0.91
(2,∞) 0 0.81 0.99 1

Tabulka 2: Distribučńı funkce F (x1, x2) náhodného vektoru X = [X1, X2]T z př́ıkladu 5

Postup výpočtu hodnot distribučńı funkce F (x1, x2) z pravděpodobnostńı funkce p(x1, x2) ukážeme
na F (1.5, 0.5), tj. na výpočtu hodnoty distribučńı funkce na intervalu (1, 2〉 × (0, 1〉.

F (1.5, 0.5) = P(X1 < 1.5, X2 < 0.5) =
= P((X1 = 0 ∨X1 = 1) ∧ (X2 = 0)) =
= P((X1 = 0 ∧X2 = 0) ∨ (X1 = 1 ∧X2 = 0)) =
= p(0, 0) + p(1, 0) = 0.36 + 0.12 = 0.48
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Obrázek 2: Graf simultánńı distribučńı funkce náhodného vektoru X = [X1, X2]T z př́ıkladu 5

6. Pojem Řekneme, že náhodný vektor je spojitý, resp. má spojité rozděleńı pravděpodobnosti,
jestliže existuje nezáporná funkce f(x1, x2) taková, že

F (x1, x2) =
∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
f(s, t)dtds.

Funkci f(x1, x2) nazýváme sdruženou (simultánńı) hustotou náhodného vektoru X.

7. Vlastnosti Pro simultánńı hustotu náhodného vektoru X plat́ı

1.
∫∞
−∞

∫∞
−∞ f(x1, x2)dx2dx1 = 1

2. f(x1, x2) = ∂2

∂x1∂x2
F (x1, x2).

3. P(X ∈ M) =
∫∫
M

f(x1, x2)dx2dx1 pro libovolnou množinu M v R2

Marginálńı rozděleńı

V souvislosti s rozděleńım náhodného vektoru X nazýváme rozděleńı jeho složek marginálńımi rozdě-
leńımi náhodného vektoru X.

8. Pojem Marginálńımi distribučńımi funkcemi náhodného vektoru X = [X1, X2]T rozumı́me
distribučńı funkce náhodných veličin X1, X2, tj.

FX1(x1) = P(X1 < x1),
FX2(x2) = P(X2 < x2) .

Pro odlǐseńı distribučńıch funkćı náhodných veličin X1 a X2 byl u předchoźıho pojmu užit dolńı index.
Bude-li to nutné, budou stejným zp̊usobem odlǐseny i jiné funkčńı a č́ıselné charakteristiky náhodných
veličin X1 a X2.

9. Vlastnosti Z definice simultánńı distribučńı funkce náhodných veličin X1, X2 plyne

FX1(x1) = P(X1 < x1, X2 < ∞) = lim
x2→∞

F (x1, x2),

FX2(x2) = P(X1 < ∞, X2 < x2) = lim
x1→∞

F (x1, x2)

10. Pojem Řekneme, že dvě náhodné veličiny jsou nezávislé, jestliže

F (x1, x2) = FX1(x1)FX1(x2).
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11. Vlastnosti Diskrétńı náhodné veličiny X1, X2 jsou nezávislé právě tehdy, když

p(x1, x2) = pX1(x1)pX1(x2), pro všechna x1, x2 ∈ (−∞,∞).

Spojité náhodné veličiny X1, X2 jsou nezávislé právě tehdy, když

f(x1, x2) = fX1(x1)fX1(x2), pro všechna x1, x2 ∈ (−∞,∞).

12. Pojem Marginálńımi pravděpodobnostńımi funkcemi diskrétńıho náhodného vektoru X =
[X1, X2]T rozumı́me pravděpodobnostńı funkce náhodných veličin X1, X2, tj.

pX1(x1) = P(X1 = x1),
pX2(x2) = P(X2 = x2) .

13. Vlastnosti Z definice simultánńı pravděpodobnostńı funkce náhodných veličin X1, X2 plyne

pX1(x1) = P(X1 = x1, X2 ∈ (−∞,∞)) =
∞∑

x2=−∞
p(x1, x2),

pX2(x2) = P(X1 ∈ (−∞,∞), X2 = x2) =
∞∑

x1=−∞
p(x1, x2) .

14. Pojem Marginálńımi hustotami spojitého náhodného vektoru X = [X1, X2]T rozumı́me hustoty
náhodných veličin X1, X2, které lze vypoč́ıst jako

fX1(x1) =
∫ ∞
−∞

f(x1, x2)dx2,

fX2(x2) =
∫ ∞
−∞

f(x1, x2)dx1 .

15. Př́ıklad Vypočtěme marginálńı pravděpodobnostńı funkce a marginálńı distribučńı funkce náhod-
ného vektoru X z př́ıkladu 5. Výpočet marginálńıch pravděpodobnostńıch funkćı náhodných veličin X1 a
X2 užit́ım vlastnosti 13 lze s výhodou provést př́ımo v pravděpodobnostńı tabulce náhodného vektoru X,
viz. Tabulka 1. Marginálńı pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny X1, resp. X2, je součtem hodnot
simultánńı pravděpodobnostńı funkce ve sloupci, resp. v řádku.

x2\x1 0 1 2 pX2(x2)
0 0.36 0.12 0.01 0.49
1 0.36 0.06 0 0.42
2 0.09 0 0 0.09
pX1(x1) 0.81 0.18 0.01

Tabulka 3: Výpočet marginálńıch pravděpodobnostńıch funkćı náhodného vektoru X = [X1, X2]T z
př́ıkladu 5

Marginálńı distribučńı funkce odvod́ıme z marginálńıch pravděpodobnostńıch funkćı.

FX1(x1) =


0 pro x1 ≤ 0
P(X1 = 0) = 0.81 pro 0 < x1 ≤ 1
P(X1 = 0) + P(X1 = 1) = 0.81 + 0.18 = 0.99 pro 1 < x1 ≤ 2
P(X1 = 1) + P(X1 = 1) + P(X1 = 2) = 0.81 + 0.18 + 0.01 = 1 pro 2 < x1
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FX2(x2) =


0 pro x2 ≤ 0
P(X2 = 0) = 0.49 pro 0 < x2 ≤ 1
P(X2 = 0) + P(X2 = 1) = 0.49 + 0.42 = 0.91 pro 1 < x2 ≤ 2
P(X2 = 1) + P(X2 = 1) + P(X2 = 2) = 0.49 + 0.42 + 0.09 = 1 pro 2 < x2

Č́ıselné charakteristiky náhodného vektoru

16. Pojem Středńı hodnotou náhodného vektoru rozumı́me vektor E(X) = [E(X1),E(X2)]T.

17. Pojem Variančńı matice náhodného vektoru je matice

var(X) =
(

D(X1) C(X1, X2)
C(X1, X2) D(X2)

)
,

kde
C(X1, X2) = E ([X1 − E(X1)] · [X2 − E(X2)])

Reálné č́ıslo C(X1, X2) nazýváme kovarianćı náhodných veličin X1 a X2.

18. Vlastnosti Pro kovariančńı matici náhodného vektoru X plat́ı

1. Matice var(X) je symetrická a pozitivně semidefinitńı.

2. C(X1, X2) = E(X1 ·X2)− [E(X1) · E(X2)].

3. var(a + BX) = Bvar(X)BT, pro libovolný vektor a ∈ R2 a matici B typu n× 2.

4. C(a1 + b1X1, a2 + b2X2) = b1b2C(X1, X2).

5. C(X1, X1) = D(X1).

6. D(X1 + X2) = D(X1) + D(X2) + 2C(X1, X2).

7. Jsou-li náhodné veličiny X1 a X2 nezávislé, pak C(X1, X2) = 0.

19. Pojem Korelačńı matice náhodného vektoru X je matice

cor(X) =
(

1 %(X1, X2)
%(X1, X2) 1

)
,

kde

%(X1, X2) =

{ C(X1,X2)√
D(X1)D(X2)

je-li D(X1) 6= 0, D(X2) 6= 0,

0 jinak.

Reálné č́ıslo %(X1, X2) nazýváme korelace (korelačńı koeficient) náhodných veličin X1 a X2.

20. Pojem Jestliže C(X1, X2) = 0, ř́ıkáme, že jsou náhodné veličiny X1 a X2 nekorelované.
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21. Vlastnosti Pro korelačńı matici náhodného vektoru X plat́ı

1. Matice cor(X) je symetrická a pozitivně semidefinitńı.

2. %(X1, X2) ∈ 〈−1, 1〉.

3. %(X1, a2) = %(a1, X2) = %(a1, a2) = 0 pro libovolná a1, a2 ∈ R.

4. %(X1, X1) = 1.

5. Jestliže % = 1, pak existuje a, b ∈ R, b > 0 takové, že X2 = a + bX1 s pravděpodobnost́ı 1.

6. Jestliže % = −1, pak existuje a, b ∈ R, b < 0 takové, že X2 = a + bX1 s pravděpodobnost́ı 1.

7. Jsou-li náhodné veličiny X1 a X2 nezávislé, pak jsou nekorelované.

22. Poznámka Zd̊urazněme, že pojmy nekorelované a nezávislé náhodné veličiny nejsou ekvivalentńı.
Jsou-li náhodné veličiny nekorelované, nemuśı být nutně nezávislé. Bez přidáńı daľśıch předpoklad̊u je
pouze jisté, že mezi nekorelovanými náhodnými veličinami neexistuje lineárńı závislost.

23. Př́ıklad Spočtěme č́ıselné charakteristiky náhodného vektoru X z př́ıkladu 5. Středńı hodnotu EX
vypočteme z marginálńıch pravděpodobnostńıch funkćı v Tabulce 3.

E(X1) = 0 · 0.81 + 1 · 0.18 + 2 · 0.01 = 0.2
E(X2) = 0 · 0.49 + 1 · 0.42 + 2 · 0.09 = 0.6

Pro rozptyl nejdř́ıve vypočteme středńı hodnoty druhých mocnin náhodných veličin X1, X2

E(X2
1 ) = 02 · 0.81 + 12 · 0.18 + 22 · 0.01 = 0.22

E(X2
2 ) = 02 · 0.49 + 12 · 0.42 + 22 · 0.09 = 0.78

odkud dostáváme

D(X1) = E(X2
1 )− [E(X1)]2 = 0.22− 0.2 = 0.18

D(X2) = E(X2
2 )− [E(X2)]2 = 0.78− 0.62 = 0.42

Abychom mohli vypoč́ıst kovarianci užit́ım vztahu 2 v odstavci 18 potřebujeme vyč́ıslit

E(X1 ·X2) = 0 · 0 · 0.36 + 0 · 1 · 0.12 + 0 · 2 · 0.01 + 1 · 0 · 0.36 +
+1 · 1 · 0.06 + 1 · 2 · 0 + 2 · 0 · 0.09 + 2 · 1 · 0 + 2 · 2 · 0 =

= 0.06

odkud
C(X1, X2) = 0.06− 0.2 · 0.6 = −0.06

Můžeme tedy napsat variančńı matici náhodného vektoru X

var(X) =
(

0.18 −0.06
−0.06 0.42

)
Na závěr stanovme korelačńı koeficient, a t́ım i korelačńı matici. Podle definice

%(X1, X2) =
C(X1, X2)√

D(X1)
√

D(X2)
=

−0.06√
0.18

√
0.42

.= −0.218

a proto

cor(X) =
(

1 −0.218
−0.218 1

)
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